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2 Íàó÷íîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ïðèçíàííûì ìåòîäîì ðàñ÷åòà òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðÿìîãî ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ÏÑÌ), ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ Ã. Áåðäà è çàìåòíî óñî-
âåðøåíñòâîâàííûé â ðàáîòàõ Ì. Ñ. Èâàíîâà è Ñ. Â. Ðîãàçèíñêîãî, îáîñíîâàâøèõ, òàê
íàçûâàåìóþ, ñõåìó "ìàæîðàíòíîé ÷àñòîòû". Íà îñíîâå ìåòîäà ÏÑÌ áûëè ðàçðàáîòàíû
ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû, ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿåìûå ïðè ðàñ÷åòàõ âûñîêîñêîðîñòíûõ òå-
÷åíèé. Îäíàêî ïðè ðàñ÷åòàõ ìåäëåííûõ òå÷åíèé è íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ýòîò ìåòîä
ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíûì èç-çà ñòàòèñòè÷åñêîãî øóìà. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âàæíûì ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà, îñíîâàííûé íà äåòåðìèíè-
ðîâàííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Íà÷àëî ðàçðàáîòêè ýòèõ ìåòîäîâ áûëî
ïîëîæåíî â êîíöå 70-õ ãîäîâ â ðàáîòàõ Â. Â. Àðèñòîâà è Ô. Ã. ×åðåìèñèíà. Íî òîëüêî â
ïîñëåäíèå 5-10 ëåò äåòåðìèíèðîâàííûé ïîäõîä ñòàë áóðíî ðàçâèâàòüñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ óäå-
øåâëåíèåì è øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíèåì ìîùíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèõ
ðåøàòü íåòðèâèàëüíûå çàäà÷è äåòåðìèíèðîâàííûìè ìåòîäàìè, êîòîðûå òðåáóþò î÷åíü
áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Óçêèì ìåñòîì ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, îíî çàíèìàåò áîëåå
90 ïðîöåíòîâ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àëãî-
ðèòìè÷åñêîé è ïðîãðàììíîé îïòèìèçàöèè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â îäíîé èç
ñõåì äåòåðìèíèðîâàííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Ââèäó âûøåèçëîæåííî-
ãî ïîíÿòíà àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû. Ïðåäëîæåí è ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí àäàïòèâíûé
ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé íà îñíîâå ñîêðàùåíèÿ êîëè÷åñòâà óçëîâ ðàñ-
÷åòíîé ñåòêè â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, îòáèðàåìûõ â êà÷åñòâå óçëîâ êâàäðàòóðû. Èì
áûëè ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷, êîòîðûå ïîêàçàëè ïðè-
ìåðíî òðåõðàçîâîå óñêîðåíèå. Ïðîâåäåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ïîçâîëèëà â ñîêðàùåííûå ñðîêè
ïðîâåñòè ñåðèþ ðàñ÷åòîâ ïðîôèëÿ óäàðíîé âîëíû ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ìàõà. Ýòè ðàñ÷åòû
ïîäòâåðäèëè ñóùåñòâîâàíèå â ïðîôèëå îñîáåííîñòè, ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà òåìïåðàòóðû
âíèç ïî ïîòîêó. Âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîé îñîáåííîñòè äîëãîå âðåìÿ îáñóæäàëàñü
â ëèòåðàòóðå è ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíäàìåíòàëüíûì.
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2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:

∂f

∂t
+ vx

∂f

∂x
= St(f) (2.1)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

f |t=0 =

{
fMn1T1v1

, x<L/4

fMn2T2v2
, x>L/4

(2.2)

Óñëîâèÿ íà ñâîáîäíûõ ãðàíèöàõ:

f |x=0 = fMn1T1v1
(2.3)

f |x=L = fMn2T2v2
(2.4)

Çäåñü fMρTv � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà:

fMnTv(vx, vy, vz) =

√(
1

2πT

)3

exp

(
−
(vx − v)2 + v2y + v2z

2T

)
(2.5)

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû n1, T1, v1 è n2, T2, v2 âûáèðàþòñÿ íå ïðîèçâîëüíî. Îíè ñâÿçàíû
óñëîâèÿìè Ðåíêèíà-Ãþãîíèî:

n1v1 = n2v2 (2.6)

n1(T1 + v21) = n2(T2 + v22) (2.7)

(Cp + 1)T1 +
v21
2

= (Cp + 1)T2 +
v22
2
, (2.8)

ãäå Cp = i/2 � òåïëî¼ìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè äëÿ ãàçà ñ i ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

2.2 ×èñëåííûå ìåòîäû

Ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà îòðàæàåò îäíî èç ïðåäïîëîæåíèé, ïîëîæåííûõ â îñ-
íîâó ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ðàçðåæåííîãî ãàçà, î íåçàâèñèìîñòè è àääèòèâíîñòè ïðîöåññîâ
ñâîáîäíîìîëåêóëÿðíîãî ïåðåíîñà è îäíîðîäíîé ðåëàêñàöèè, ÷òî äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðîèç-
âåñòè ðàñùåïëåíèå ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññààì:

1

2

∂f

∂t
= −~v · ∇~rf̃ (2.9)

1

2

∂f̃

∂t
=

1

Kn

∫
R3

d3 ~v1

∫
S2

(f ′f ′1 − ff1)|~V |σ(~V , cos θ)dS (2.10)

Óðàâíåíèå (2.9) îïèñûâàåò ñâîáîäíî-ìîëåêóëÿðíûé ïåðåíîñ, à óðàâíåíèå (2.10) � îäíî-
ðîäíóþ ðåëàêñàöèþ.
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2.2.1 Ñâîáîäíîìîëëåêóëÿðíûé ïåðåíîñ

Äëÿ ðàñ÷¼òà ýòàïà ñâîáîäíî-ìîëåêóëÿðíîãî ïåðåíîñà èñïîëüçîâàëèñü ñõåìà âòîðîãî ïî-
ðÿäêà (2.11).

fn+1
l − fnl

τ
=

 −vx
3fnl −4f

n
l−1+f

n
l−1

2hvx
, ïðè vx < 0

−vx
−3fnl +4fnl+1−f

n
l+2

2hvx
, ïðè vx ≥ 0

(2.11)

Çäåñü hvx � øàã ñåòêè â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ïî êîîðäèíàòå V x.

2.2.2 Îäíîðîäíàÿ ðåëàêñàöèÿ

Çàïèøåì èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé (??) â òàê íàçûâàåìîé ñèììåòðè÷íîé ôîðìå, óäîáíîé äëÿ
ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì åãî âû÷èñëåíèÿ, ñîõðàíÿþùèõ ìàññó, èìïóëüñ è ýíåðãèþ:

I(v) = St(f)(v) =
1

2

∫
R3×R3

d3v1d
3v2

∫
S2

d2nf(v1)f(v2) · δ(v − v′1) + δ(v − v′2)− δ(v − v1)− δ(v − v2) · |~V |σ,(2.12)

ãäå

δ = (δ(v − v′1) + δ(v − v′2)− δ(v − v1)− δ(v − v2)) (2.13)

Ââåä¼ì ñåòêó â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå R3(vx, vy, vz) (Ðèñ. 2.1). Òîãäà ñåòî÷íàÿ àïïðîê-

Ðèñ. 2.1: äâóìåðíàÿ èëëþñòðàöèÿ ñåòêè â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

ñèìàöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

f(~v) =
∑
α

fαδ(~v − ~vα), (2.14)

ãäå α èíäåêñèðóåò óçåë â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ðèñ.2.1). Äëÿ ðàñ÷¼òîâ èíòåãðàëà
íà ñôåðå èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà. Ïóñòü åäèíè÷íûå âåêòîðû

3



Ðèñ. 2.2: óçëû êâàäðàòóðû íà ñôåðå è ôðàãìåíò ðàñ÷¼òíîé ñåòêè â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå

~n′α çàäàþò 14 óçëîâ êâàäðàòóðû íà ñôåðå, à w′α � âåñà óçëîâ êâàäðàòóðû (Ðèñ. 2.2). Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëàãàåì äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íå çàâèñÿùèì îò óãëà
ðàññåÿíèÿ. Çàïèøåì äèñêðåòíóþ àïïðîêñèìàöèþ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ
íà ñôåðå ñ äèàìåòðîì ~vα − ~vβ:

σαβα′ =
1

4π
σ1(|~vα − ~vβ|)δ(~n− ~nα′)w′α (2.15)

Òîãäà äëÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (2.14) èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ïðèíèìàåò
âèä:

I(v) = −
∑
αβ

fαfβσ1(|~vα − ~vβ|)(δαβ −
1

4π

∑
α′

[δα′,−α′ ]), (2.16)

ãäå

δαβ = δ(~v − ~vα) + δ(~v − ~vβ), (2.17)

~vα′ =
~vα + ~vβ

2
+
|~V |
2
~nα′ , (2.18)

~v−α′ =
~vα + ~vβ

2
− |

~V |
2
~nα′ (2.19)

Îòìåòèì, ÷òî âûáðàííàÿ êâàäðàòóðà íà ñôåðå íå ñîâïàäàåò ñ óçëàìè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè.
Ïîýòîìó â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé òðåáóåòñÿ èíòåðïîëèðîâàòü äàííûå ñ óçëîâ êâàäðàòóðû íà
ñôåðå íà óçëû ðàñ÷¼òíîé ñåòêè. Äëÿ èíòåðïîëÿöèè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â
ðàáîòå [?]. Äîëÿ èíòåãðàëà, ïðèõîäÿùàÿ íà óçåë êâàäðàòóðû íà ñôåðå ~vα, ðàñïðåäåëÿåòñÿ
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Ðèñ. 2.3: Èíòåðïîëÿöèÿ â óçëû ñåòêè â ñêîðîñòíîì ïðîñòðàíñòâå

â áëèæàéøèé óçåë è ñîñåäíèå óçëû ðàñ÷¼òíîé ñåòêè (2.3) ñî ñëåäóþùèìè âåñàìè:

S0 = 1− dx
hvx
− dy
hvy
− dz
hvz
− 6Sext, (2.20)

Sx =
dx
hvx

+ Sext, (2.21)

Sy =
dy
hvy

+ Sext, (2.22)

Sz =
dz
hvz

+ Sext, (2.23)

Sext =
d2x + d2y + d2z − dxhvx − dyhvy − dzhvz

2(h2vx + h2vy + h2vz)
(2.24)

2.3 Ðåçóëüòàòû

Ðèñ. 2.4: ñðàâíåíèå ñ DSMC
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1. Ïðîâåäåíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ èçëîæåííîãî ìåòîäà.

2. Îïòèìèçèðîâàííûé àëãîðèòì ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí íà CUDA. Ïîëó÷åííîå óñêî-
ðåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ èçíà÷àëüíûì ïàðàëëåëüíûì àëãîðèòìîì ñîñòàâèëî 2,8 ðàç.

3. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷¼òîâ óäàðíîé âîëíû äëÿ ãàçà òâ¼ðäûõ øàðîâ. Ïîëó÷åíî ñîâïà-
äåíèå ñ ðàñ÷¼òàìè ìåòîäîì ÏÑÌ (Ðèñ. 2.4).

Ðèñ. 2.5: ñðàâíåíèå ñ DSMC äëÿ M1 = 8

4. Ïîëó÷åíî ïîäòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà òåìïåðàòóðû çà ôðîí-
òîì óäàðíîé âîëíû äëÿ áîëüøèõ ÷èñåë Ìàõà (Ðèñ. 2.5).

3 Ýôôåêò îò èñïîëüçîâàíèÿ êëàñòåðà

Êëàñòåð ïîçâîëèë çà îáîçðèìîå âðåìÿ ïðîâîäèòü ðàñ÷¼òû èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé. Äî ïî-
ÿâëåíèÿ ìîùíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ äåòåðìåíèðîâàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ðàçâèâàëèñü î÷åíü ìåäëåííî. È òîëüêî â ïîñëåäíèå 5-10 ëåò
äàííûå ìåòîäû ñòàëè áóðíî ðàçâèâàòüñÿ.
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5 Âïå÷àòëåíèÿ îò ðàáîòû êëàñòåðà

Õîðîøåå. Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü. Âûçâàëè âîçìóùåíèå ñëó÷àè, êîãäà êàêîé-ëèáî îäèí
ïîëüçîâàòåëü çàíèìàë áîëüøóþ ÷àñòü óçëîâ. Ïîæåëàíèå � ðàçâèâàòüñÿ, ìîäåðíèçèðîâàòü-
ñÿ, óâåëè÷èâàòü êîëëè÷åñòâî óçëîâ ñ GPU! Ïîñëåäíåå äëÿ íàøåé ðàáîòû îñîáåííî âàæíî!
Íå ìîãëè áû Âû ñîçäàòü íà êëàñòåðå ãðóïïó äëÿ íàøåãî êîëëåêòèâà � ïîëü-

çîâàòåëåé eamalkov è sopoleshkin?

×àñòü ðåçóëüòàòîâ íå îïóáëèêîâàíà!
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