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Íàó÷íîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå îòëè÷èé ìåæäó ñòîëêíîâèòåëüíûìè îïåðàòîðàìè â ðàçëè÷íûõ êèíå-
òè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå óäàðíîé âîëíû ñ äâóìÿ ÷èñëàìè Ìàõà: M= 1.5
M = 8. Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü íà îñíîâå ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Áîëüöìàíà è ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé: BGK, ýëëèïñîèäàëüíàÿ ìîäåëü, ìîäåëü Øàõîâà. Òàêæå ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà. Ïîëó÷åíî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ìåæäó ðåøåíèÿìè íà
îñíîâå ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñó ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé. Áîëåå êîíêðåòíî,
ðàçíèöå ñòîëêíîâèòåëüíûõ ÷ëåíîâ â ìîäåëüíûõ óðàâíåíèÿõ è óðàâíåíèè Áîëüöìàíà.
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Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ ðàçðåæåííûõ òå÷åíèé: ÷èñëåííîå ðåøåíèå íåïîñðåä-
ñòâåííî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ïðÿìîå ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå (ÏÑÌ), ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìîäåëü-
íûõ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è èñïîëüçîâàíèå ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé. Êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ
èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè. Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé è íàèáîëåå îáùåé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà è âûñòóïàåò â ýòîì ñïèñêå â ðîëè íåêîãî çîëîòîãî ñòàí-
äàðòà. Îäíàêî óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì íåëèíåéíûì èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì. Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ïÿòèìåðíûé èíòåãðàë, êîòîðûé íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äëÿ êàæäîé
òî÷êè ïðîñòðàíñòâà è êàæäîé ñêîðîñòè íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì èñïîëüçîâàíèå óðàâ-
íåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðåæåííûõ òå÷åíèé çàòðóäíèòåëüíî. Íàèáîëåå øèðîêî
â äèíàìèêå ðàçðåæåííîãî ãàçà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä DSMC (Direct Simulation Monte-Carlo) [1], ïîçâîëÿþ-
ùèé ñ íàìíîãî ìåíüøèìè çàòðàòàìè ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé. Îäíàêî
DSMC èñïûòûâàåò òðóäíîñòè ñ ìîäåëèðîâàíèå ìåäëåííûõ è íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé. Ìîäåëüíûå êè-
íåòè÷åñêèå è ìîìåíòíûå óðàâíåíèÿ ëèøèíû íåäîñòàòêîâ ïåðâûõ äâóõ ïîäõîäîâ. Ìîìåíòíûå óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ óðàâíåíèé ñïëîøíîé ñðåäû. Ìîäåëüíûå óðàâåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ êèíå-
òè÷åñêèå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿìè è ïîõîæè íà óðàâíåíèå Áîëüöàíà, îò êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ íàìíîãî
áîëåå ïðîñòûì ñòîëêíîâèòåëüíûì ÷ëåíîì.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ïðè ÷èñëàõ Ìàõà M = 1.5 è M = 8 äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà. Ìàñøòàáà äëèíû çàäà÷à
íå èìååò, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå îáåçðàçìåðåíî íà äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà λ (L = λ , Kn = 1). Â êà÷åñòâå
ìîäåëè ìåæàòîìíûõ ñòîëêíîâåíèé èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü òâ¼ðäûõ ñôåð:
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×àñòîòà ñòîëêíîâåíèé äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé ìîäåëè îòëè÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì Pr:
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Äëÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé è êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà èñïîëüçîâàëàñü îäèíàêîâàÿ ñåòêà
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òàê, ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäàðíîé âîëíû ñ ìàëûì ÷èñëîì Ìàõà M = 1.5 ñåòêà â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿëà èç 576×243 ∼ 8 ·106 ÿ÷ååê, ïðè áîëüøîì ÷èñëå Ìàõà M= 8 � èç 576×243 ∼
8 · 106. Êàñàòåëüíî ðàçðåøåíèÿ âîëíû â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íà îäíó äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà
ïðèõîäèëîñü 7.2 ÿ÷åéêè äëÿ M = 1.5 è 6.4 � äëÿ M = 8. Òàêæå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ óðàâíåíèÿìè
Íàâüå-Ñòîêñà, ñåòêà èñïîëüçîâàëàñü òî÷íî òàêàÿ æå.

Íà÷àëî îòñ÷¼òà x = 0 óñòàíîâëåíî â òî÷êå, â êîòîðîé ρ = (ρ2 +ρ1)/2. Íà ðèñóíêàõ ?? a,b èçîáðàæåíû
íîðìàëèçîâàííûå ïðîôèëè ïëîòíîñòè (ρ−ρ1)/(ρ2−ρ1) è òåìïåðàòóðû (T −T1)/(T2−T1). Õîðîøî âèäíî,
÷òî óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà è BGK íå ñïîñîáíû îïèñûâàòü ñòðóêòóðó óäàðíîé âîëíû äàæå ïðè M = 1.5.
Çàìåòíû íåáîëüøèå îòëè÷èÿ ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà è ðåøåíèÿìè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé ñ ýëëèïñîèäàëüíîé ìîäåëüþ è Øàõîâà.

Ñòåïåíü íåðàâíîâåñèÿ òå÷åíèÿ ìîæíî îöåíèòü, ðàññìîòðåâ îòíîøåíèå ïðîäîëüíîé òåìïåðàòóðû Tx ê
ïîëíîé T è ýíòðîïèþ S (??). Ñòàëè çàìåòíû ðàçëè÷èÿ ìåæäó óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà è ìîäåëÿìè ýëëèïñî-
èäàëüíîé è Øàõîâà ïåðåä ôðîíòîì âîëíû (Fig. ??), ðàçëè÷èÿ ñ óðàâíåíèåì BGK óâåëè÷èëèñü. Ïðîôèëü
ýíòðîïèè, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà îòëè÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíî îò ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Îáðàùàåì âíèìàíèå, ÷òî íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ Tx/T è S íàáëþäàþòñÿ âáëèçè öåí-
òðà âîëíû x = 0.

Ãîðàçäî áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé
â öåíòðå óäàðíîé âîëíû x = 0, ρ|x=0 = (ρ2 +ρ1)/2, ãäå îæèäàåòñÿ íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ.
Íà ðèñóíêàõ ?? a and b èçîáðàæåíû äâóìåðíûå ñå÷åíèÿ ïðè vz = 0 ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f (vx,vy) è
èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé I( f , f )(vx,vy), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ áëèçêà ê ìàêñâåëëîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåä è çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ìàêñâåëëèàíû ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè óñëîâèÿì Ðýíêåíà-Ãþãîíèî ïàðàìåòðàì. Ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ìàõà, M = 1.5 â äàííîì ñëó÷àå, ýòè
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(a) (b)

Ðèñ. 1: Ïðîôèëè ïëîòíîñòè (a) è òåìïåðàòóðû (b), M = 1.5.

(a) (b)

Ðèñ. 2: Ïðîôèëè âåëè÷èí Tx/T (a) è ýíòðîïèè (b), M = 1.5.
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(a) (b)

(c) (d)

Ðèñ. 3: Ñå÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â öåíòðå âîëíû ñ M = 1.5, x = 0.
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(a) (b)

Ðèñ. 4: Ïðîôèëè ïëîòíîñòè (a) è òåìïåðàòóðû (b), M = 8.

(a) (b)

Ðèñ. 5: Ïðîôèëè âåëè÷èí Tx/T (a) è ýíòðîïèè (b), M = 8.

ìàêñâåëëèàíû íàõîäÿòñÿ áëèçêî ê äðóã äðóãó è ìàëî äðóã îò äðóãà îòëè÷àþòñÿ. Ñëåäóÿ áèìîäàëüíîìó
ïðèáëèæåíèþ [6, 7], ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â öåíòðå âîëíû äîëæà áûòü èõ êîìáèíàöèåé. Â ñèëó áëèçîñòè
ìàêñâåëëèàíîâ ïåðåä è çà ôðîíòîì âîëíû, èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äîëæíà áûòü áëèçêà ê ìàêñâåëëèàíó.

Äëÿ äåòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ íà ðèñóíêàõ ?? c and d èçîáðàæåíû îäíîìåðíûå ñå÷åíèÿ ïðè vy = 0, vz = 0,
ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ âñåõ èñïîëüçîâàííûõ â ðàáîòå êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâïàëè, ìîäåëüíûå óðàâíåíèÿ äàþò èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, îòëè÷àþùèéñÿ îò ïîëó÷åí-
íîãî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà.

Ñ ðîñòîì ÷èñëà Ìàõà âîçðàñòàåò îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ. Íà ðèñóíêàõ ?? a and b íàáëþäàþòñÿ ñóùå-
ñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ïðîôèëÿõ ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé.
Â ïåðâóþ î÷åðåäü âèäíà áîëüøàÿ ðàçíèöà â òîëùèíå âîëíû. Äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà òîëùèíà î÷åíü
ìàëåíüêàÿ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé îíà íàïðîòèâ � íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ó ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Ðåøåíèÿ âñåõ ïðåäñòàâëåííûõ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Ïðîôèëè ýíòðîïèè îòëè÷àþòñÿ ïîõîæèì îáðàçîì (Fig. ?? b). Íà ðèñóíêå ?? a
âèäíî, ÷òî ïðîôèëü îòíîøåíèÿ ïðîäîëüíîé òåìïåðàòóðû ê ïîëíîé ñèììåòðè÷åí, â òî âðåìÿ êàê ïðîôèëè
ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé íåñèììåòðè÷íû, ïåðåä óäàðíîé âîëíîé íàáëþäàåòñÿ áîëüøîé õâîñò.

Â ðàáîòå ?? ïîêàçàíî, ÷òî ïðè M = 8 èìååò ìåñòî ëîêàëüíûé ìàêñèñóì ïîëíîé òåìïåðàòóðû. Íà ðè-
ñóíêå ?? èçîáðàæ¼í ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé. Óðàâíåíèÿ BGK è
Íàâüå-Ñòîêñà âîîáùå íå âîñïðîèçâîäÿò ýòîò ýôôåêò. Ýëëèïñîèäàëüíàÿ ìîäåëü ïðè ýòîì íàìíîãî áëèæå ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ÷åì ìîäåëü Øàõîâà. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò äâà ãîðáà (Fig. ?? a).
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Ðèñ. 6: Ëîêàëüíûé ìàêñèìóì òåìïåðàòóðû, ïîëó÷åíûé ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ, M = 8.

(a) (b)

(c) (d)

Ðèñ. 7: Ñå÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â öåíòðå âîëíû ñ M = 8, x = 0.
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Íà ðèñóíêàõ ?? c and d èçîáðàæåíû îäíîìåðíûå ñå÷åíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è èíòåãðàëà ñòîëêíî-
âåíèé ïðè vy = vz = 0 â öåíòðå âîëíû � x = 0. Èìåþò ìåñòî ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé
êàê îò óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, òàê è äðóã îò äðóãà.

Ýôôåêò îò èñïîëüçîâàíèÿ êëàñòåðà

Äî ïîÿâëåíèÿ ãèáðèäíûõ êëàñòåðîâ ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé ðàçðåæåííîãî ãàçà íà îñíîâå íåïîñðåäñòâåííî
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà áûëî íåâîçìîæíî. Ðåñóðñû êëàñòåðà ïîçâîëèëè ïîçâîëèëè
ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ðÿäà çàäà÷ äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà.
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