
Новый 3D benchmark на основе аналитического решения о

разлёте газа в вакуум.

Давыдов М. Н.

Отчет о использовании кластера НГУ (2024)

Аннотация

Работа посвящена адаптации аналитического решения задачи о разлёте газового шара в вакуум
в качестве теста для трехмерных реализаций численных моделей газовой динамики. Тест позволя-
ет оценить сферическую симметричность численного решения при использовании декартовой системы
координат, диссипативные и дисперсионные свойства метода при конвективном переносе, точность вос-
произведения решения на свободной границе. Представлены результаты численного решения задачи
методом гидродинамика сглаженных частиц (SPH) в трехмерной программе, показана воспроизво-
димость аналитического решения в расчетах. Моделирование выполнено для двух способов расчёта
плотности в методе SPH, детально описан алгоритм расчёта динамики частиц на границе газ-вакуум.
Программа для расчетов на С++ и CUDA написана самостоятельно, реализован параллельный расчет
с использованием графических ускорителей.
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1 Введение

В работе используется известное решение задачи об истечении газа в вакуум в одномерном плоском
случае. Подобные аналитические решения необходимы при разработке численных методов для компью-
терного моделирования. Такие имитационные модели используются для изучения природных объектов и
инженерных устройств. Разработка численных кодов подразумевает их детальное тестирование на зада-
чах, которые имеют эталонное решение и «перекликаются» по физической постановке с теми задачами,
которые будут решаться с помощью этих кодов. Это означает, что в каждом отдельном направлении
вычислительной газовой динамики (внутренние течения газа, задачи обтекания, задачи со свободными
границами и тому подобные) формируется своя система тестовых задач, отражающих современные знания
о решенных и нерешенных проблемах численного моделирования.

Практика разработки кодов для вычислительной газовой динамики показывает, что система тести-
рования, в которой имеет место поэтапное усложнение тестовых задач, позволяет сократить время раз-
работки программного обеспечения. Поэтому в данной работе представлены аналитическое решение и
численная реализация сферически симметричной задачи о разлете газового шара в вакуум, которая мо-
жет быть рекомендована как первый тест для программ моделирования трехмерной динамики газа. Этот
тест позволяет изучить отклонение численного решения от сферической симметрии при использовании
декартовой системы координат, дисперсию и диссипацию при расчете конвективного переноса, точность
воспроизведения решения на свободной границе при относительно невысоком пространственном разре-
шении. При этом в задаче не возникает многих других численных проблем, например, скачка энтропии
на сильном разрыве, наложение которых друг на друга затрудняет отладку кода. Детально показана ре-
ализация граничных условий на внешней границе шара с вакуумом, которая позволила в методе SPH за

1



счёт фиктивных частиц со своими параметрами и взаимодействием с основными частицами, получить
хорошее соответствие с точным решением.

Рассматривается задача о движении шара из идеального газа, описываемом уравнениями Эйлера в
сферической симметрии ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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и уравнением состояния
𝑝 = 𝜌𝑒(𝛾 − 1). (2)

Здесь 𝜌 - плотность, 𝑢 - скорость, 𝑝-давление, 𝑒-удельная внутренняя энергия, 𝛾-показатель адиабаты
газа.
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Рис. 1: Схема разлета газового шара.

Предположим, что градиент давления обеспечивает такой разлёт газа, что в каждый момент времени
плотность газа в шаре не зависит от пространственной координаты, тогда как его радиус 𝑅(𝑡) изменяется
со временем. В этом случае можно получить решение в квадратурах⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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Из полученных соотношений следует, что предельная скорость разлета газа имеет вид
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Газовый шар может начинать разлетаться из состояния покоя при 𝑢0 = 0. Разлет газа носит неизэн-
тропический характер.

2 Результаты моделирования

Будем решать задачу методом сглаженных гидродинамических частиц (Smoothed Particle Hydrodynamics,
SPH) [1] в трехмерной постановке. Этот метод относится к чисто лагранжевым методам и позволяет про-
вести численное исследование течения среды в областях со сложной геометрией или в сильно деформи-
рующейся области расчёта. В частности метод используется при моделировании разлёта или разрушения
среды.

Моделируемый шар был окружён граничными частицами, для них значения внутренней энергии 𝑒𝑖,
давления 𝑝𝑖 и плотности 𝜌𝑖 вычислялись таким же образом, как и для внутренних частиц. Скорость
же вычислялась исходя из соображения чтобы граничные частицы двигались синхронно с расширением
шара и сохраняли гладкость распределения основных параметров газа на границе. Поэтому скорость
в граничных частицах задавалась в соответствии с распределением скорости во внутренних частицах,
где коэффициент пропорциональности 𝐾 на каждом шаге по времени вычислялся методом наименьших
квадратов:

𝑣 = 𝐾𝑟, 𝐾 =

∑︀
𝑖

𝑣𝑖𝑟𝑖∑︀
𝑖

𝑟2𝑖
. (5)

Здесь суммирование производится по всем внутренним частицам. Таким образом скорости граничных
частиц фактически вычисляются экстраполяцией по скоростям всех внутренних частиц, используя дан-
ные о сферически симметричном разлёте шара. Данное обстоятельство не является принципиальным,
вычислять скорости граничных частиц можно используя скорости внутренних частиц попадающих в 2ℎ
окрестность граничной частицы, то есть по ближайшему окружению. Заметим что моделирование гра-
ницы с помощью набора частиц со своими характеристиками и особым взаимодействием с основными
частицами является обычной практикой в методе SPH.

Был проведен расчет со следующими начальными параметрами: 𝑀 = 1000, 𝑅0 = 1, 𝑢0 = 0.1, 𝛾 = 4/3.
В начальный момент времени область 𝑟 < 1.2 равномерно, с одинаковым шагом, из расчёта 40 частиц
на единицу длины, по всем декартовым координатам заполнялась SPH-частицами. Все частицы имели
одинаковую массу, начальная скорость, и энергия задавалась в соответствии с (3). В случае расчёта
плотности по уравнению неразрывности в частицах также задавалась начальная плотность, для другого
случая плотность вычислялась по физическому распределению массы в пространстве. Частицы попав-
шие в область 𝑟 < 1.0 считались внутренними и моделировали расширяющийся шар, таковых оказалось
267 749, остальные считались граничными частицами и моделировали границу с вакуумом. Достаточно
окружить моделируемый шар слоем частиц толщиной 2ℎ, но в расчёте это значение было взято с запасом
и фактически было в два раза больше. Разделение на внутренние и граничные частицы производилось
в начальный момент и в процессе расчета статус частицы не изменялся. Общее число частиц в расчё-
те составляло 492 105. На протяжении моделирования радиус сглаживания ℎ = 0.05 и шаг по времени
𝜏 = 0.001 оставались постоянными.

Распределение параметров газа в зависимости от радиальной координаты для различных моментов
времени приведено на рисунках 2–3.

К моменту времени 𝑡 = 0.2 шар увеличился в размерах, в расчётах его радиус ≈ 1.25, что хорошо
согласуется с аналитическим решением. Энергия в центре шара уменьшилась с начальных 18.6 до 15, а
давление упало от 1500 до 600, при этом характер распределения сохранился, также на границе с вакуу-
мом энергия и давление нулевые. Скорость разлёта увеличилась на порядок, граничные частицы имеют
скорость ≈ 2.23 при начальной 0.1, центр шара по-прежнему покоится. Характер изменения плотности
также совпадает с аналитическим решением, плотность во всём шаре остаётся постоянной и к этому мо-
менту уменьшилась до ≈ 123.36, что несколько выше аналитического значения 122.805, но отличается от
него менее чем на процент.

3 Заключение

В работе описана задача о сферически-симметричном разлете газового шара в вакуум, при котором плот-
ность шара в каждый момент времени однородна по пространству, а скорость линейно зависит от радиуса.
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Рис. 2: Распределение плотности и давления газа вдоль радиальной координаты 𝑟. Точки — метод SPH,
сплошная линия — аналитическое решение.

Задача ставится для уравнений Эйлера идеального газа. Приведен способ построения аналитического ре-
шения этой задачи с самим решением для 𝛾 = 4/3. Данную задачу рекомендуется использовать как тест
при разработке численных моделей трехмерной динамики газа.

Численное решение задачи о разлете газового шара выполнено методам SPH. Показано хорошее соот-
ветствие результатов численной реализации в трехмерном случае и аналитического решения. Продемон-
стрировано, что тест позволяет оценить сферическую симметричность численного решения при исполь-
зовании декартовой системы координат, диссипативные и дисперсионные свойства метода при конвек-
тивном переносе, точность воспроизведения решения на свободной границе. Отметим, что при использо-
вании относительно небольшого пространственного разрешения (40 модельных частиц на радиус шара),
погрешность при расчете плотности разлетающегося шара не превосходит 1 процента при сохранении
равномерного характера распределения плотности.
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