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Annorarus

B pabore kimaccudunmpoBaHbl ¢ TOYHOCTBIO JI0 3KBUBAJIEHTHOCTH PEryJIsiPHBIE
paszbuenusi 12-xyba ¢ dakrop-marpuneii [[2, 10], [6, 6]], nau, aro To ke camoe, mpo-
croit oproronasbHblit Maccusbl OA(1536,12,2,7) win KOppeIsIHOHHO-UMMYHHOE
JIOTHYeCKOe 3HauUeHne 7-10 mopsaka Gpyakiuit or 12 nepemenubix ¢ 1536 equnnmavn
(aro 3aBepImaeT KIACCHMUKAINIO HeCOATAHCHPOBAHHBIX KOPPEJISIIIHOHHO-UMMYHHBIX
OyneBbix (ynknmii mopsaka 7 or 12 nmepemeHHbIX). YCTAHOBJIEHO, 9TO CyIIECTBY-
er 103 kJsacca KBUBAJEHTHOCTH PACCMATPUBAEMBIX OOLEKTOB, CPEJIM HUX BCETO
nsa mouru-0OA(1536,12,2,8). /IomoHUTeNbHO, YCTAHOBIEHA eJIUHCTBEHHOCTD ¢ TOU-
HOCTBIO JI0 9KBUBAJEHTHOCTH OopToronaasHoro maccusa OA(1536,13,2,7).

Pabora Beimosiaena 3a caer rpanta PH® 18-11-00136 «CytmecTBoBaHNE COBEPITEHHBIX
KOJI0B U TpeioBy 2018-2020, pyk. Kporos /1.C.

1. IToctanoBKa 3aJa4n.

B pabore ucciienyorcs 3KCTpuMa/ibHbie 00 bEKTHI JJUCKPETHON MaTeMaTUKH, KOTOPLIE MO-
I'yT OBITH Olpejie/IeHbl HECKOJIBKUMH SKBHBAJEHTHBIMHU criocobaMu. Mbl HaUHEM ¢ OIpe-
nesenns: depes Oyiessl pyukiun. {0, 1}-30aunas GYHKIUS OT n aApryMeHTOB, IPUHUMA-
fonux 3uadenus 0 wian 1, nassiBaercd Oysesoit pyunknueir. bynesa GyHKIus HA3bIBACTCS
KOPPEJIAIMOHHO UMMYHHO TOPSJIKA ¢, €C/iu ee 3HAYeHHe CTATUCTUYECKH HE3aBUCUMO OT
3HaveHuit JI00BIX ¢ ee apryMenToB. Ipyrumu cioBavu, ecyiu (pyHKIusg umeet M equHUIL
cpelu 3HadYeHHil Ha BcexX 2" HAOOPOB 3HAYEHHUN apryMEHTOB, TO 3a(pUKCHPOBAB JIOOBIE
t aprymentoB (ogauM u3 2! HAGOPOB 3HAUEHWT), U MpoOerasg BCe BOSMOMKHBIE 3HATCHUS
OCTABIIMXCA apryMeHToB, Mbl nojayuum M /2! epunun na sbixoge. B pabore “A bound
on correlation immunity” 2007 roma (Cub. smekTpoH. mareMm. u3s., ToMm 4, c. 133-135)
JI.I.®on-lep-Praacc goKazaa, 4TO MOPHAJIOK KOPPEISIUOHHON MMMYHHOCTH HecOasIaH-
CHPOBAHHOI (TO eCcTh YHCJIO HyJell OTJIMYHO OT Yucjaa eauHull) OyneBoit (yHKIHMH OT
n apryMeHTOB, OTJIHYHON OT KOHCTaHTHI (Be3fe () win Be3fle 1), He MOXKeT TPEBBIIATH
2n/3 — 1. Bousee Toro, mobast 6yaeBa (byHKINS, TOPSIOK KOPPEIIIHOHHON UMMYHHOCTH
KOTOPO#l JIeKaIlUT Ha 3TON I'DAHMIE, COOTBETCTBYET PEryJsipHONl CTPYKType B Oy/1eBOM
n-kyOe, W3BECTHOII Kak peryjspHoe pasbuenne (equitable partition), wim coBepiieHHast
packpacka (ctporoe ompejesenne Gyner paHo B paszjese 3). B pabore permaercs 3amada



KJIACCH(PUKAIIUN ¢ TOYHOCTBIO JI0 SKBUBAJIEHTHOCTH HecOaJIaHCHPOBAHHBIX OyJIeBBIX (DYHK-
muii oT 12 aprymenToB ¢ 1536 enwHUTIAMT U KOPPEJANHUOHHON UMMYHHOCTBIO TIOPIIKa 7,
nexaieit na rpanute @on-/lep-Oaaacca. lonoannrebHO paccMOTpeHa 33/1a49a KJIaCCU-
dukanuu OynaeBbix pyukiuit or 13 aprymentos ¢ 1536 equnumaMu U KOPpPEaSIUOHHOMN
UMMYHHOCTBIO TIOPSJIKa 7, TaK KaK OHH COOTBETCTBYIOT OPTOTOHAJIBHBIM MAaCCHBaM C Ia-
pamerpamu OA (1536, 13,2, 7), a B IPOEKINH 110 OJHOMY HAIPABICHUIO TATOT (DYHKIIHH OT
12 apryMeHTOB U3 paccMaTpUBAEMOTO KJacca.

2. CoBpeMeHHO€e COCTOSHIE ITPOOJIEMBI.

Teopun KOppeadaIUOHHO UMMYHHBIX (DYHKIU TOCBATIEHO OOJIBITOE KOJTHIECTBO JIATEPa-
Typbl. C TOUKHN 3penusi KpunrorpaduiecKux npuaokenunii Hanbojiee HHTEPECHBI cOATAH-
cuposanubie pynkmnun. HecbarancupoBanubie KOPPEJIAIMOHHO UMMYHHBIE (DYHKITUN BazK-
HBI JIJIs1 TEOPUU OPTONOHAJIBHBIX MACCHBOB (IO CYTH, OHM 9KBUBAJIEHTHBI IPOCTHIM, TO €CTh
6e3 MOBTOpEHHii, JBOMYHBIM OpTOroHaIbHbIM MaccuBam QA (M, n,2,t)), KOTOpbie HCcIe-
JIVIOTCS KaK B CBA3U C MPUMEHEHUSIMH B TEOPUHU CTATUCTUUIECKOTO IKCIHEPUMEHTA, TaK 1
B CBS3U C TEOPETUYCCKUM UHTEPECOM U CBA3SIMU ¢ APYTUMU paszienamu mMaremaruku. [lo
Kjaaccupuramm necbaIaHCUPOBAHHBIX OyJIeBbIX (DYHKIUH C KOPPEISIIHOHHON MMMYHHO-
crbio 2n/3 — 1 panee ObLTI0 W3BecTHO caenaytoriee. [lpu n = 3 Takas bYHKIHs OJHA €
TOYHOCTBIO JI0 SKBHBAJEHTHOCTU, OHA NMPUHUMAET 3HadUeHWe | Ha ABYX MPOTUBOMOJIONK-
HbIX Habopax aprymentos, Hampumep, (0,0,0) u (1,1,1), cM. WUTOCTpAIMIO B pasjiese
5. [Ipu n = 6 takux GyHKIUH aBe, ogHA, ¢ 16 €IMHUIIAME, HMOJIYYAETCSI PEeKYPCHUBHOM
KOHCTpYKIueil u3 GpyHKIun Ay n = 3, BTopasi, ¢ 24 eJMHANAME, TAK)Ke eIMHCTBEHHAS C
TOYHOCTBIO JI0 9KBHBaJeHTHOCTH, Oblta nocrpoena FO. TapanaukoseiM [Yu. Tarannikov.
On resilient Boolean functions with maximal possible nonlinearity. Cryptology ePrint
Archive 2000/005, 2000. https://eprint.iacr.org/2000/005|. HecbamancupoBanmbie
OysieBbl DYHKIMU OT 9 MepeMeHHBIX ¢ KOPPEJANHOHHOW HMMYHHOCTBIO 5 OBLIM Omuca-
ubl yaennkoMm IO. Tapanumkosa /1. Kupuenko |D. Kirienko. On new infinite family of
high order correlation immune unbalanced Boolean functions. In Proceedings 2002 TEEE
International Symposium on Information Theory, Lausanne, Switzerland, June 30 — July
5, 2002, p. 465. IEEE, 2002|, KoTopblii OKa3aJ1, 9TO CYNIECTBYET POBHO JIBa KJIACCA YKBUBA-
JEHTHOCTH TaKuX 00beKToB (unciao exmunt 128). Pazmepnocts n = 12 okazanach 09eHb
uHTepecHol. PekypcuBHasi KOHCTDPYKIUS [TO3BOJIsLIA, cTapTysd ¢ DyHKIMA nupu n = 3 u
n = 6, nocrponth pyakiun ¢ 1024 u 1536 eaquHUIAME U KOPPEISIITHOHHON UMMYHHOCTHIO
7. 1.T.®on-/lep-Praacc B pabore [CopepriieHnbie 2-packpackn 12-meproro kyba, 10cTu-
raronie TPAHUIBl KOPPeIIIuoHHOM nMMyHHOCTH. CHO. 31eKTpOoH. MaTeM. u3B., 2007, T. 4,
c. 292-295| mocTpous GyeBbl hYHKIHKE OT 12 apryMeHTOB ¢ KOPPEISIUOHHON UMMYHHO-
CTBIO 7 1 1792 eMHUTIAMHE U TTOKA3aJI, 9TO APYTOTO dncaa etuHuI, Kpome 1024, 1536, 1792,
y HecOATaHCHPOBAHHBIX Oy/1eBBIX (DYHKINH OT 12 apryMeHTOB ¢ KOPPEJIATNOHHON UMMYH-
HOCTBIO 7 OBITH He MOKeT. TakuM 06pa3oM, (PyHKIINHN Ha PACCMATPUBACMON IPDAHUIIE OBLIH
KJIaCCU(PUIUPOBAHBI ¢ TOYHOCTBIO JI0 MAPAMeTPOB 10 12 apryMeHTOB, U C TOYHOCTBIO /10
SKBUBAJIEHTHOCTH 710 9 apryMHTOB. B HenasHeit pabore [On unbalanced Boolean functions
with best correlation immunity. Electron. J. Comb. 21(1) 2020, P1.45(1-24)] K.Bopo6béB u
JI.KporoB B pe3yiabrare KOMOMHUPOBAHUS TEOPETUIECKOIO U BBIYUCIUTEIHHOTO MTOIX0IA


https://eprint.iacr.org/2000/005

OXapakTepu30oBaIn Oy/eBble (PYHKIUUA OT 12 apryMeHTOB ¢ KOPPEJIANMOHHON HMMYHHO-
cTthio 7 m gmeaom eamautt 1024 m 1792. IToaxoabl MCMoOIH30BaINCh pa3Hble, U HU OJIMH
U3 HUX HEe TOJIOMNIeJ I YUCaa e uHut] 1536, 3T0T cjaydail TpeboBaj JIONOJTHATETHHOTO
MCCJIeIOBAHNS, KOTOPOE U OBLJIO TPOBEIEHO B PAMKaX JAHHOTO MPOEKTA.

OrMeTuM Takzke, 4TO JaHHAd paboTa CBA3aHa ¢ TeMOM KJacCH(PUKAIUUT OPTOTOHAIb-
HBIX MACCHBOB (TOYHEe, HANPIMYIO OTHOCHTCS K 3ITOH TeMe), KOTOPOil MOCBSIIEHA Ce-
pust ucciesioBanuii, cM. Hegasuue paborsl [P. Boyvalenkov, T. Marinova, M. Stoyanova,
Nonexistence of a few binary orthogonal arrays, Discrete Appl. Math. 217 (2) (2017) 144-
150. http://doi.org/10.1016/j.dam.2016.07.023| u [D. A. Bulutoglu, K. J. Ryan,
Integer programming for classifying orthogonal arrays, Australas. J. Comb. 7 (3) (2018)
362-385| u CCBLIKY B HUX.

3. Ilogpobuoe ommcanme padOTHI, BKJIOYas HCIOJIb3ye-
MbI€ aJTOPUTMBI.

Jl1g onucanus aJropuTMa HaM MOHAIO0ATCS CJIeyiontue onpeaenenusd. ['unepky0, nin
n-Ky0 — rpad, BepuimHAME KOTOPOI'O SBJISIOTCH CJIOBA JIJIMHLI 1 B JIBOUMYHOM aJjipaBure
{0,1}. JIge Bepmuubr rpacda cMexkHBI (00pa3yoT pedpo, SBIASIOTCS COCEASIME APYT JIDY-
Iy), €CJIM UM COOTBETCTBYIOT CJI0BA, PA3INIAIONINECS POBHO B OJHON MO3UINHI, HAITPHMED
10110 u 10010. Peryagpnoe pasbumenune 12-kyba ¢ mapamerpamu [[2,10],[6,6]] (amamorny-
HO, ¢ JIDYTUMHU TApaMeTpaMi) — 9T0 pa3OHeHHe MHOXKECTBA BEPINHH HA JBA TIOMHOYKe-
CTBa, KOJIL U €ro JIONOJIHEHUE, CO CJIeAYIONUMHA CBORCTBAMU: KaxK/as KOJOBas BEPIIUHA
nMeeT POBHO 2 KomoBbiX (1 10 HEKOMOBBIX) cOCela, KayKiasi HEKOJOBAasA BepIIHHA MMeeT
poBHO 6 KOMOBHIX (M 6 HEKOIOBBIX) coceeii. COrIacHO YIOMSIHYTBIM BBITIE Pe3yIbTaTaM
Qon-/lep-Daacca, xapakTepucTuieckas GpYHKIUS TaAKOr'o Koja mMeeT poBHO 1536 emxu-
HUIl (B 9eM HEeTPYIHO yOeIuThCst PH MOMOIIU JBOHHOTO MojicueTa pebep, COeIUHSIONIX
KO/l M €r0 JIONOJHEHUE) W KOPPEJISIUOHHYI0 UMMYHHOCTh 7, U Haobopot, OyieBa QyHK-
s OT 12 apryMeHToB ¢ JAHHBIMU [IapaMeTpaMi COOTBETCTBYET OMMCAHHBIM PEry/IsPHBIM
pa3bmennsaM. AJTOPUTM XapaKTEPU3AINWK PEryJsiPHBIX pa30uneHuii, pa3pabOTaHHBIN aB-
TOPOM MPOEKTa, ciaeayronuil. bes morepu oONMIHOCTH cYWTaeM, YTO CJIOBO U3 BCeX HyJeit
2o = 000000000000 komoBoe. [TockoJIBKY ¥ HEro 2 KOJOBBIX COCEIA, MBI TaK:Ke 0e3 IoTepr
OOIITHOCTU MOXKeM CUHUTATh, 94To 3T0 1 = 100000000000 u x5 = 010000000000, apyrue 10
CJIOB X3, ..., T12 C OJHON ennuuIeil (To ecTh Beca 1) — mekomosbie. Janee, arobbl BHIGpATH
KOJIOBBIE CJIOBA € JIByMsl eJMHHUIAME (TO €CTh Beca 1Ba), cjejaeM CJeLyolnee HabJIio-
nenne. KaxKioe u3 KOJOBBIX CJIOB X1, ... £12 UMeeT OIHOTO KOJOBOTO COCela Lo, W JJId
BBIIIOJIHEHHS YCJIOBHSI PErYJIAPHOCTH pa3OHeHHsI CJI0BAM Ty U To HEOOXOAUMO “modpars’
0 OJTHOMY COCeTly Beca 2, a CJIOBaM I3, ..., £12 — POBHO WO 5 cocefeil Beca aBa. V3 sToro
JIEPKO BUJIETH, YTO BBIOOP KOJOBBIX CJIOB BECA 2 COOTBETCTBYET PEIIEHUIO YaCTHOIO CJIy4das
3391 O TOYHOM HOKPBITHH (eXact covering) s/IeMEHTOB JAHHOIO MHOXKECTBA (B HAIIEM
cJydae, CJOB Beca 1) JAHHBIMHE MOJMHOXKeCTBAMU (B HAIIEM CJIydae OHU COOTBETCTBY-
IOT OKPECTHOCTSIM CJIOB Beca 2), ¢ KPATHOCTSIMH, 3aJJaHHBIME [T KaXKI0T0 dJeMeHTa, (Ha
JAHHOM Tarne, 1 u 5). DTa 3aja4a peniaercs npu moMmony nakera libexact I1.Kacku u
O.lTorronena https://pottonen.kapsi.fi/libexact.html, koTopsiil siBjsieTcs peaJin-
3anmeil KJIacCHIecKoro X-aJaroputma ¢ raHmyroomumu ceassamu (dancing links) J1.Kuyra.


http://doi.org/10.1016/j.dam.2016.07.023
https://pottonen.kapsi.fi/libexact.html

Cpenu Bcex HallIeHHBIX PelleHnil, HaM HY2KHO BBIODATh HEIKBUBAJEHTHBIE, UTO JTeTAETCS
IPH MOMOIIHA CBEJICHHsI K 3aade TpoBepKu rpadoB Ha m30MOPGhHOCTH (CMOCOOBI TAKOTO
CBeJIeHHUsI JIJTsl IPOBEPKH 9KBUBAJIEHTHOCTH KOI0B onncanbl B Monorpadun [P. Kaski and P.
R. J. Ostergard. “Classification Algorithms for Codes and Designs”, vol. 15 of Algorithms
Comput. Math. Springer, Berlin, 2006. http://doi.org/10.1007/3-540-28991-7|, rue
TaKyKe OMUCAHBI CIOCOOBI JIBOMHOTO MOjcYeTa pPe3yJbTaTOB BBIYUCJIEHHI, CTPaxXyHoIiue
OT BBIYUCIUTENBHBIX ONIMOOK), KOTOpasi PelraeTcs Mpu IMOMOIIN MakeTa nauty&traces
B.MakK»ssa u A.llunepno, https://pallini.di.uniromal.it/. Jlasee, aaropurm npu-
MEHSIETCS JIJIs1 BOCCTAHOBJIEHHS KOJOBBIX CJIOB BECA 3 BCEMH BO3MOXKHBIMHI HEIKBUBAJIEHT-
HBIMU criocobamu, 1 3aTeM Beca 4, ocJie 4ero peryjasgpHoe pa3doneHne BOCCTAHABINBAETCS
OJTHO3HAYHO, COTVIACHO TEOPeTHIeCKUM pe3yJbraTaM. JJaHHOro ajaroputMa, B ONUCAHHOM
BH/JIe, HEJJOCTATOTHO JJIsI XapaKTePU3AIWH BCEX UCCIETYEeMBIX 0O0BEKTOB B PAa3yMHOE BbI-
qucanreabaoe BpeMsa. OJHAKO yIaa0oCh Pa3dUTb MHOMKECTBO OObEKTOB HA IOIKJACCHI,
B COOTBETCTBHH C HAJWYNEM B PETYJSIPHOM Pa30WeHUN HEKOTOPHIX MOJAKOHMUryparmuit, u
JIUTST KasKIOTO U3 MOJIKJIACCOB, B CBSI3U C JIOKAJIbHBIMHI OIPAHUIEHUSIMHU, 3, 1aBAEMBIMHE TT0]1-
KOH(MUTYPAIMAME, ONMUCAHUE VIAJI0Ch MIPOBECTH TPHU MOMOIIHA MOIUMUKAIUN OMUCAHHOTO
BBbIIIE O0IIero ajgropurma. [logpobraee cM. B TekcTe IMyOIUKAINH.

4. IlonydeHHble pe3yIbTAThI.

YcTraHoBJieHO, 94TO cyliecTByeT poBHO 103 Ki1acca SKBUBAJEHTHOCTH OyJieBBIX (bYHKIMiT 0T
12 aprymenTon ¢ 1536 equHUIAME U KOPPEJIANUOHHON UMMYHHOCTBIO 7 (9KBUBAJIEHTHO,
IPOCTHIX OpTOroHAJNBHBIX MaccuBoB OA(1536,12,2,7), uan peryisipabix pasbuenuii 12-
Ky6a ¢ napamerpamu [[2,10], [6, 6]]), n3 HuX POBHO /Be HESKBHBAIEHTHBIE (DYHKITHA HMEIOT
KOPPEJIAIUOHHYI0 UMMYHHOCTD “O4YTH 8”7, TO ecTh Hpu (pUKcanuu 8 MepeMeHHBIX YUCTIO
eJUHHUIL OTJIMYAeTCd OT CpejHero He 0oJjiee 4eM Ha 1. YCTaHOBJIEHO, YTO OPTOTOHAJIbHBIH
maccuB OA (1536, 13,2, 7) e IMHCTBEHHBIH ¢ TOYHOCTHIO JI0 YKBUBAJTEHTHOCTH.

5. NnmocTpanuu, Bu3yaan3anus pe3yJIbTaToB.

Ha mutiocTpaliun moka3ana pacKpacka BepInH 3-Ky6a, COOTBETCTBYIOMAas HecOaTancu-
poBaHHO# OyseBoil dyHKIHEH 0T 3 APryMEHTOB € IBYMS €JMHUTIAMEI (OTMEUEHBl YePHBIM
IIBETOM ), & TaKzKe peryasipHoMy pasbuenuio 3-kyba ¢ napamerpamu [[0, 3], [1,2]] (qepuas
Beprnaa numeer 0 4epHBIX cocelleil U 3 Oesbix, Gesast BeplinHa — 1 9epHOro cocena u 2
Gesbix) u oproroaibHomy MaccuBy OA(M =2 n =3,2,t =1).



http://doi.org/10.1007/3-540-28991-7
https://pallini.di.uniroma1.it/

6. baarogapaocTn 1 mybJankKanumn

Kimacrep UBIT HI'Y momor ocymiecTBuTh uccienoBanue, norpedosasiiee 6osee 20 jer
IPOIECCOPHOTO BPEMEHM, YTO HEOCYNIECTBUMO Ha IepCcoHaJbHBIX DBM, B pa3ymubIe cpo-
K.

[To pesynbraTaM BBIYHCJIUTETBLHBIX H TEOPETUUECKUX HCCTIETOBAHUN OMyOJUKOBAHA
CTaTbd, BTOpad CTaTbid B IIpoHecce noaArorToBKU (B HaCTOAIee BpeM:d OHy6IH/IKOBaH 11pe-
IIPpUHT C OIIMCaHNEM BBIYHUCJIHUTEJIbHOI'O I/ICCJIG,ZLOB&HI/IH).

e D.S. Krotov. On the OA(1536,13,2,7) and related orthogonal arrays. Discrete Math.
343(2) 2020, paper 111659, 1-11. https://doi.org/10.1016/j.disc.2019.111659
(mpenpuHT-Bepcus https://arxiv.org/abs/1905.11371)

e D. S. Krotov. [[2,10],]6,6]]-equitable partitions of the 12-cube. ArXiv.org preprint,
2020. https://arxiv.org/abs/2012.00038
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\begin{abstract}
 В работе классифицированы с точностью до эквивалентности регулярные разбиения $12$-куба с фактор-матрицей $[[2,10],[6,6]]$, или, что то же самое, простой ортогональный массивы OA$(1536,12,2,7)$ или корреляционно-иммунное логическое значение 7-го порядка функций от 12 переменных с $1536$ единицами (что завершает классификацию несбалансированных корреляционно-иммунных булевых функций порядка 7 от 12 переменных). Установлено, что существует 103 класса эквивалентности рассматриваемых объектов, среди них всего два почти-ОА(1536,12,2,8). Дополнительно, установлена единственность с точностью до эквивалентности ортогонального массива OA$(1536,13,2,7)$.
\end{abstract}

Работа выполнена за счет гранта РНФ 18-11-00136 «Существование совершенных кодов и трейдов» 2018-2020, рук. Кротов Д.С.



\section{Постановка задачи.} 

В работе исследуются экстримальные объекты дискретной математики, которые могут быть определены несколькими эквивалентными способами. Мы начнем с определения через булевы функции. $\{0,1\}$-значная функция от $n$ аргументов, принимающих значения 0 или 1, называется булевой функцией. Булева функция называется корреляционно иммунно  порядка $t$, если ее значение статистически независимо от значений любых $t$ ее аргументов. Другими словами, если функция имеет $M$ единиц среди значений на всех $2^n$ наборов значений аргументов, то зафиксировав любые $t$ аргументов (одним из $2^t$ наборов значений), и пробегая все возможные значения оставшихся аргументов, мы получим $M/2^t$ единиц на выходе. В работе ``A bound on correlation immunity'' 2007 года (Сиб. электрон. матем. изв., том 4,	с. 133-135) Д.Г.Фон-Дер-Флаасс доказал, что порядок корреляционной иммунности несбалансированной (то есть число нулей отлично от числа единиц) булевой функции от $n$ аргументов, отличной от константы (везде 0 или везде 1), не может превышать $2n/3-1$. Более того, любая булева функция, порядок корреляционной иммунности которой лежащит на этой границе, соответствует регулярной структуре в булевом $n$-кубе, известной как регулярное разбиение (equitable partition), или совершенная раскраска (строгое определение будет дано в разделе $3$). В работе решается задача классификации с точностью до эквивалентности несбалансированных булевых функций от $12$ аргументов с $1536$ единицами и корреляционной иммунностью порядка $7$, лежащей на границе Фон-Дер-Флаасса. Дополнительно рассмотрена задача классификации булевых функций от $13$ аргументов с $1536$ единицами и корреляционной иммунностью порядка $7$, так как они соответствуют ортогональным массивам с параметрами OA$(1536,13,2,7)$, а в проекции по одному направлению дают функции от 12 аргументов из рассматриваемого класса.

\section{Современное состояние проблемы.}

Теории корреляционно иммунных функций посвящено большое количество литературы. С точки зрения криптографических приложений наиболее интересны сбалансированные функции. Несбалансированные корреляционно иммунные функции важны для теории ортогональных массивов (по сути, они эквивалентны простым, то есть без повторений, двоичным ортогональным массивам OA$(M,n,2,t)$), которые исследуются как в связи с применениями в теории статистического эксперимента, так и в связи с теоретическим интересом и связями с другими разделами математики. По классификации несбалансированных булевых функций с корреляционной иммунностью $2n/3-1$ ранее было известно следующее. 
При $n=3$ такая функция одна с точностью до эквивалентности, она принимает значение 1 на двух противоположных наборах аргументов, например, $(0,0,0)$ и $(1,1,1)$, см. иллюстрацию в разделе 5. При $n=6$ таких функций две, одна, с $16$ единицами, получается рекурсивной конструкцией из функции для $n=3$, вторая, с $24$ единицами, также единственная с точностью до эквивалентности, была построена Ю.~Таранниковым [Yu. Tarannikov. On resilient Boolean functions with maximal possible nonlinearity. Cryptology ePrint Archive 2000/005, 2000. \url{https://eprint.iacr.org/2000/005}]. Несбалансированные булевы функции от 9 переменных с корреляционной иммунностью 5 были описаны учеником Ю.~Таранникова Д.~Кириенко [D. Kirienko. On new infinite family of high order correlation immune unbalanced Boolean functions. In Proceedings 2002 IEEE International Symposium on Information Theory, Lausanne, Switzerland, June 30 -- July 5, 2002, p. 465. IEEE, 2002], который показал, что существует ровно два класса эквивалентности таких объектов (число единиц $128$). 
Размерность $n=12$ оказалась очень интересной. Рекурсивная конструкция позволяла, стартуя с функций при $n=3$ и $n=6$, построить функции с $1024$ и $1536$ единицами и корреляционной иммунностью $7$. Д.Г.Фон-Дер-Флаасс в работе [Совершенные 2-раскраски 12-мерного куба, достигающие границы корреляционной иммунности. Сиб. электрон. матем. изв., 2007, т. 4, с. 292-295] построил булевы функции от 12 аргументов с корреляционной иммунностью 7 и 1792 единицами и показал, что другого числа единиц, кроме 1024, 1536, 1792, у несбалансированных булевых функций от 12 аргументов с корреляционной иммунностью 7 быть не может. Таким образом, функции на рассматриваемой границе были классифицированы с точностью до параметров до 12 аргументов, и с точностью до эквивалентности до 9 аргумнтов. В недавней работе [On unbalanced Boolean functions with best correlation immunity. Electron. J. Comb. 21(1) 2020, P1.45(1-24)] К.Воробьёв и Д.Кротов в результате комбинирования теоретического и вычислительного подхода охарактеризовали булевые функции от 12 аргументов с корреляционной иммунностью 7 и числом единиц 1024 и 1792. Подходы использовались разные, и ни один из них не подошел для числа единиц 1536, этот случай требовал дополнительного исследования, которое и было проведено в рамках данного проекта.

Отметим также, что данная работа связана с темой классификации ортогональных массивов (точнее, напрямую относится к этой теме), которой посвящена серия исследований, см. недавние работы
[P. Boyvalenkov, T. Marinova, M. Stoyanova, Nonexistence of a few binary
orthogonal arrays, Discrete Appl. Math. 217 (2) (2017) 144--150.
\url{http://doi.org/10.1016/j.dam.2016.07.023}] и 
[D. A. Bulutoglu, K. J. Ryan, Integer programming for classifying orthogonal arrays,
Australas. J. Comb. 7 (3) (2018) 362--385] и ссылки в них.

\section{Подробное описание работы, включая используемые алгоритмы.}

Для описания алгоритма нам понадобятся следующие определения. 
Гиперкуб, или $n$-куб -- граф, вершинами которого являются слова длины $n$ в двоичном алфавите $\{0,1\}$. Две вершины графа смежны (образуют ребро, являются соседями друг другу), если им соответствуют слова, различающиеся ровно в одной позиции, например $\mathtt{10110}$ и $\mathtt{10010}$. Регулярное разбиение $12$-куба с параметрами [[2,10],[6,6]] (аналогично, с другими параметрами) -- это разбиение множества вершин на два подмножества, код и его дополнение, со следующими свойствами: каждая кодовая вершина имеет ровно $2$ кодовых (и $10$ некодовых) соседа, каждая некодовая вершина имеет ровно $6$ кодовых (и $6$ некодовых) соседей. Согласно упомянутым выше результатам Фон-Дер-Флаасса, характеристическая функция такого кода имеет ровно $1536$ единиц (в чем нетрудно убедиться при помощи двойного подсчета ребер, соединяющих код и его дополнение) и корреляционную иммунность $7$, и наоборот, булева функция от $12$ аргументов с данными параметрами соответствует описанным регулярным разбиениям.
Алгоритм характеризации регулярных разбиений, разработанный автором проекта, следующий. Без потери общности считаем, что слово из всех нулей $x_0=000000000000$ кодовое. Поскольку у него 2 кодовых соседа, мы также без потери общности можем считать, что это $x_1=100000000000$ и $x_2=010000000000$, другие 10 слов $x_3$, ..., $x_{12}$ с одной единицей (то есть веса 1) -- некодовые. Далее, чтобы выбрать кодовые слова с двумя единицами (то есть веса два), сделаем следующее наблюдение. Каждое из кодовых слов $x_1$, ... $x_12$ имеет одного кодового соседа $x_0$, и для выполнения условия регулярности разбиения словам $x_1$ и $x_2$ необходимо ``добрать'' по одному соседу веса 2, а словам $x_3$, ..., $x_{12}$ -- ровно по 5 соседей веса два. Из этого легко видеть, что выбор кодовых слов веса 2 соответствует решению частного случая задачи о точном покрытии (exact covering) элементов данного множества (в нашем случае, слов веса 1) данными подмножествами (в нашем случае они соответствуют окрестностям слов веса 2), с кратностями, заданными для каждого элемента (на данном этапе, 1 и 5). Эта задача решается при помощи пакета \texttt{libexact} П.Каски и О.Поттонена \url{https://pottonen.kapsi.fi/libexact.html}, который является реализацией классического X-алгоритма с танцующими связями (dancing links) Д.Кнута. Среди всех найденных решений, нам нужно выбрать неэквивалентные, что делается при помощи сведения к задаче проверки графов на изоморфность (способы такого сведения для проверки эквивалентности кодов описаны в монографии [P. Kaski and P. R. J. \"Osterg{\aa}rd. ``Classification Algorithms for Codes and Designs'', vol. 15 of Algorithms Comput. Math. Springer, Berlin, 2006. \url{http://doi.org/10.1007/3-540-28991-7}], где также описаны способы двойного подсчета результатов вычислений, страхующие от вычислительных ошибок), которая решается при помощи пакета \texttt{nauty\&traces} Б.МакКэя и А.Пиперно, \url{https://pallini.di.uniroma1.it/}. Далее, алгоритм применяется для восстановления кодовых слов веса 3 всеми возможными неэквивалентными способами, и затем веса 4, после чего регулярное разбиение восстанавливается однозначно, согласно теоретическим результатам.
Данного алгоритма, в описанном виде, недостаточно для характеризации всех исследуемых объектов в разумное вычислительное время. Однако удалось разбить множество объектов на подклассы, в соответствии с наличием в регулярном разбиении некоторых подконфигураций, и для каждого из подклассов, в связи с локальными ограничениями, задаваемыми подконфигурациями, описание удалось провести при помощи модификации описанного выше общего алгоритма. Подробнее см. в тексте публикации.

\section{Полученные результаты.}

Установлено, что существует ровно 103 класса эквивалентности булевых функций от 12 аргументов с $1536$ единицами и корреляционной иммунностью 7 (эквивалентно, простых ортогональных массивов OA$(1536,12,2,7)$, или регулярных разбиений $12$-куба с параметрами $[[2,10],[6,6]]$), из них ровно две неэквивалентные функции имеют корреляционную иммунность ``почти $8$'', то есть при фиксации $8$ переменных число единиц отличается от среднего не более чем на $1$.
Установлено, что ортогональный массив OA$(1536,13,2,7$) единственный с точностью до эквивалентности.

\section{Иллюстрации, визуализация результатов.}
На иллюстрации показана раскраска вершин $3$-куба, соответствующая 
несбалансированной булевой функцией от $3$ аргументов с двумя единицами (отмечены черным цветом), а также регулярному разбиению $3$-куба с параметрами $[[0,3],[1,2]]$ (черная вершина имеет 0 черных соседей и 3 белых, белая вершина -- 1 черного соседа и 2 белых) и ортогональному массиву OA$(M=2,n=3,2,t=1)$.
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