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Íàó÷íîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èññëåäóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåì, îïèñûâàþùèõñÿ êëàññè÷åñêèì è
îáîáùåííûì îäíîìåðíûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà (ÍÓØ):

(1) Çàäà÷à î ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ÍÓØ ôîêóñèðóþùåãî òèïà:

iΨt + Ψxx −Ψ + |Ψ|2Ψ = 0, (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
Ψ|t=0 = ε(x), |ε(x)| � 1. (2)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ε(x) âûáèðàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîå â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäå-
ëåíèå â âèäå

ε(x) = A0

(√
8π

θL

)1/2∑
k

e−k
2/θ2+iξk+ikx, (3)

ãäå k = 2πn/L - âîëíîâîå ÷èñëî, n - öåëîå ÷èñëî, L - äëèíà ÿùèêà èíòåãðèðîâàíèÿ x ∈ [−L/2, L/2], A0 -
àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ, θ - øèðèíà âîçìóùåíèÿ â k-ïðîñòðàíñòâå, è ξk - ñëó÷àéíûå ôàçû äëÿ êàæäîãî k è
êàæäîé ðåàëèçàöèè âîçìóùåíèÿ â àíñàìáëå íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ àìïëèòóäà òàêîãî
âîçìóùåíèÿ ðàâíà A2

0,

|ε|2 =
1

L

∫ L/2

−L/2
|ε(x)|2 dx ≈ A2

0. (4)

Áûëè èññëåäîâàíû òàêæå è äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûå â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî
âîçìóùåíèÿ. Â çàäà÷å èññëåäîâàíû ýâîëþöèÿ ñïåêòðà,

Ik(t) = 〈|Ψk(t)|2〉, (5)

ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè,

g(x, t) =

〈
1

L

∫ L/2

−L/2
Ψ(y, t)Ψ∗(y − x, t) dy

〉
, (6)

êèíåòè÷åñêîé 〈Hd〉 è ïîòåíöèàëüíîé 〈H4〉 ýíåðãèé,

〈Hd〉 =

〈
1

L

∫ L/2

−L/2
|Ψx|2 dx

〉
, 〈H4〉 = −

〈
1

2L

∫ L/2

−L/2
|Ψ|4 dx

〉
, (7)
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ìîìåíòîâ àìïëèòóä,

M (n)(t) =

〈
1

L

∫ +L/2

−L/2
|Ψ(x, t)|n dx

〉
, (8)

à òàêæå ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (PDF) ïîÿâëåíèÿ êâàäðàòà àìïëèòóäû âîëí P(|Ψ|2, t). Çäåñü è
äàëåå 〈...〉 îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî ðåàëèçàöèÿì àíñàìáëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

(2) Çàäà÷à î ñòàòèñòèêå âîëí â ðàìêàõ îáîáùåííîãî ÍÓØ ñ ó÷åòîì ôîêóñèðóþùèõ øåñòè-âîëíîâûõ
âçàèìîäåéñòâèé, à òàêæå ÷ëåíîâ íàêà÷êè è çàòóõàíèÿ

iΨt + (1− idl)Ψxx + |Ψ|2Ψ + (α+ idn)|Ψ|4Ψ = ipΨ, α, dl, dn, p > 0, α, dl, dn, p� 1. (9)

Â îòñóòñòâèè ÷ëåíîâ íàêà÷êè è çàòóõàíèÿ dl = dn = p = 0 â äàííîé ñèñòåìå ïîÿâëÿþòñÿ êîëëàïñû âçðûâ-
íîãî òèïà. Ýâîëþöèÿ ïîäîáíîé ñèñòåìû ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ (dl, dn, p, α) è
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Ψ|t=0. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñèñòåìà ïðèáëèæàåòñÿ ê ñâîåìó
ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ. Äàííîå ñîñòîÿíèå íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ Ψ|t=0 è
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè (dl, dn, p, α). Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òîëüêî òàêèå ñòàòèñòè÷å-
ñêè ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ øåñòèâîëíîâîå âçàèìîäåéñòâèå ñóùåñòâåííî âëèÿåò òîëüêî íà
ñàìûå áîëüøèå âîëíû, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â äàííîé ñèñòåìå. Äàííàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíà ñ öåëüþ ïðî-
äåìîíñòðèðîâàòü, êàê äàæå íåáîëüøèå äîáàâî÷íûå ÷ëåíû, êîòîðûå âëèÿþò ñóùåñòâåííî òîëüêî íà ñàìûå
áîëüøèå âîëíû â ñèñòåìå, ìîãóò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èçìåíèòü ñòàòèñòèêó âîëí-óáèéö.

2. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû. Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ñóùåñòâóåò øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîå ìíå-
íèå, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ âîëí-óáèéö â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ äîëæíà áûòü ñóùåñòâåííî âûøå ÷åì
â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ Ðýëååâñêîé PDF,

PR(|Ψ|) =
2|Ψ|
σ2

e−|Ψ|
2/σ2

. (10)

Åñëè â ñèñòåìå ôèêñèðîâàí ñðåäíèé êâàäðàò àìïëèòóäû âîëíû (1/L)
∫
|Ψ|2 dx = const, òî ïàðàìåòð σ

ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåí. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷è î ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ ôîêóñè-
ðóþùåãî ÍÓØ (1)-(2) (1/L)

∫
|Ψ|2 dx ≈ 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ó ñèñòåìû Ðýëååâñêîå PDF, òî σ ≈ 1.

Ñîîòâåòñòâóþùåå Ðýëååâñêîå PDF äëÿ êâàäðàòîâ àìïëèòóä âîëí çàïèñûâàåòñÿ êàê

PR(|Ψ|2) = e−|Ψ|
2

. (11)

Íåñìîòðÿ íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé ïî ñòàòèñòèêå âîëí
â ÍÓØ-ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ, ýâîëþöèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçâèòèÿ ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè
â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ÍÓØ äî ñèõ ïîð íå áûëà èññëåäîâàíà. Òàê êàê êëàññè÷åñêîå ÍÓØ ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìûì, çàäà÷à î ñòàòèñòèêå âîëí â äàííîé ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îá èíòåãðèðóåìîé òóðáó-
ëåíòíîñòè.

3. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðàáîòû, âêëþ÷àÿ èñïîëüçóåìûå àëãîðèòìû. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ñè-
ñòåì (1) è (9) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû 4-îãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà àäàïòèâíîé ðåøåòêå ñ Ôóðüå-
èíòåðïîëÿöèåé. Äëÿ çàäà÷è (1)-(2) ýòîò ìåòîä ñîõðàíÿåò ïåðâûå 12 èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ñ îøèáêîé ìåíåå
10−6. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåì íåîáõîäèìî âûïîëíèòü óñðåäíåíèå ðåçóëüòàòîâ
ïî àíñàìáëþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äëÿ ÷åãî íóæíî âûïîëíèòü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè ñ ýòèõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýâîëþöèè àíñàìáëÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå íàãðóçêè íà âû-
÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ òàê, ÷òî êàæäîå ÿäðî êàæäîãî èç èñïîëüçóåìûõ óçëîâ êîìïëåêñà âûïîëíÿåò
ìîäåëèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíî íåñêîëüêèõ ðåàëèçàöèé èç àíñàìáëÿ. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ îáúåäèíåíèå è
óñðåäíåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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4. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ çàäà÷è î ðàçâèòèè ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðàìêàõ êëàññè÷å-
ñêîãî ÍÓØ ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ê ñâîåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ,
â êîòîðîì ñïåêòð, ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîððåëÿöèííàÿ ôóíêöèÿ, êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ìî-
ìåíòû àìïëèòóä è PDF íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â ýòîì ñîñòîÿíèè PDF ñîâïàäàåò ñ Ðýëååâñêèì (11), Ðèñ. 1,
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà 〈Hd〉 = 0.5, à ïîòåíöèàëüíàÿ � 〈H4〉 = −1. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêîå
ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå èíòåãðèðóåìîé òóðáóëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ �óìåðåííî íåëèíåéíûì� ñ îòíîøåíèåì
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (îòâå÷àþùåé çà íåëèíåéíûå âçàèìîäåéñòâèÿ) ê êèíåòè÷åñêîé (ñîîòâåòñòâóþùåé
ëèíåéíûì âçàèìîäåéñòâèÿì) |〈H4〉|/|〈Hd〉| = 2. Ïðè ýòîì, PDF äëÿ àìïëèòóä âîëí â ýòîì ñîñòîÿíèè ñîâ-
ïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, ýâîëþöèÿ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (1)-(2) ýâîëþöèîíèðóåò ê ñâîåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ
îñöèëëÿòîðíûì îáðàçîì. Â ÷àñòíîñòè, âî âðåìÿ ýòîé ýâîëþöèè ìîìåíòû àìïëèòóä âîëí îñöèëëèðóþò
âîêðóã ñâîèõ Ðýëååâñêèõ çíà÷åíèé. Àìïëèòóäà ýòèõ îñöèëëÿöèé óáûâàåò ñî âðåìåíåì t êàê t−3/2, ôàçà
îñöèëëÿöèé ñîäåðæèò íåëèíåéíûé ñäâèã ôàç êîòîðûé óáûâàåò êàê t−1/2, à ÷àñòîòà îñöèëëÿöèé ñîâïàäàåò
ñ óäâîåííûì ìàêñèìàëüíûì èíêðåìåíòîì íåóñòîé÷èâîñòè s = 2, Ðèñ. 2. Îñöèëëÿöèè ìîìåíòîâ àìïëèòóä
ïðèâîäÿò ê îñöèëëÿöèÿì êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé, Ðèñ. 3. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, â ìîìåíòû
âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìóìàì è ìàêñèìóìàì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ñèñòåìà îáëàäàåò ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷àþùèìèñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò äâà ñóùåñòâåííî
ðàçëè÷íûõ òèïà âîëí-óáèéö, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû
îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ D.S. Agafontsev, V.E. Zakharov, Oscillatory dynamics of the classical Nonlinear

Schrodinger equation, arXiv:1404.6088 (2014), è D.S. Agafontsev, V.E. Zakharov, Integrable turbulence and

formation of rogue waves, arXiv:1409.4692 (2014), ïîñëåäíÿÿ èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ íà ðåöåíçèðîâàíèè â
æóðíàëå Nonlinearity, à òàêæå äîëîæåíû íà êîíôåðåíöèè Ä.Ñ. Àãàôîíöåâ, Â.Å. Çàõàðîâ, Èíòåãðèðóåìàÿ
òóðáóëåíòíîñòü è ôîðìèðîâàíèå âîëí-óáèéö, XXIII íàó÷íàÿ ñåññèÿ Ñîâåòà ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå, 22-23
äåêàáðÿ 2014, Ìîñêâà, Ðîññèÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è î ñòàòèñòèêå âîëí äëÿ îáîáùåííîãî ÍÓØ ñ ó÷åòîì ôîêóñèðóþùåé íåëèíåé-
íîñòè (9) ïîêàçàíî óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå ýòîé ñèñòåìû äëÿ îáëàñòè ïàðàìåòðîâ êîãäà øåñòè-âîëíîâîå
âçàèìîäåéñòâèå âëèÿåò ñóùåñòâåííî òîëüêî íà áîëüøèå âîëíû. Â ÷àñòíîñòè, â ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàð-
íîì ñîñòîÿíèè ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ àìïëèòóä âîëí (PDF) îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåí-
íî íåðýëååâñêîé äëÿ áîëüøèõ âîëí, ñ õâîñòîì óáûâàþùèì ñ àìïëèòóäîé |Ψ| êàê P(|Ψ|) ∝ e−γ|Ψ|, ãäå γ -
êîíñòàíòà, Ðèñ. 4. Ñîîòâåòñòâóþùèé íåðýëååâñêèé âêëàä â PDF ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèëüíîé ïåðåìåæàåìî-
ñòè, èñ÷åçàåò â îòñóòñòâèè øåñòè-âîëíîâûõ âçàèìîäåéñòâèé, è ðàñòåò ñ øåñòè-âîëíîâûì êîýôôèöèåíòîì.
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû èçëîæåíû â ñòàòüå D.S. Agafontsev, V.E. Zakharov, Intermittency in generalized NLS
equation with focusing six-wave interactions, arXiv:1412.5574 (2014), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ðåöåíçèðîâàíèè
â æóðíàëå Physics Letters A.
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5. Èëëþñòðàöèè, âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.
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Ðèñ. 1: (a) PDF äëÿ êâàäðàòîâ àìïëèòóä âîëí (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) â àñèìïòîòè÷åñêîì ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè
èíòåãðèðóåìîé òóðáóëåíòíîñòè è Ðýëååâñêîå PDF (11) (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). (b) Àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

ìîìåíòîâ àìïëèòóä [M
(n)
A ]1/n (êðóãè) è èõ Ðýëååâñêèå çíà÷åíèÿ Γ(n/2 + 1)1/n (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), ãäå Γ -

ãàììà-ôóíêöèÿ.
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Ðèñ. 2: Ýâîëþöèÿ ìîìåíòà M (1)(t) (÷åðíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ôèò ôóíêöèåé f(t) = M
(1)
A +[p/t3/2] sin(st+q/

√
t+

φ0), ãäå M
(1)
A = 0.886 - Ðýëååâñêîå çíà÷åíèå ìîìåíòà ïåðâîé ñòåïåíè (÷åðíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), p = 3.94,

q = 57.7, s = 2, φ0 = −44.1 (êðàñíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).
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Ðèñ. 3: Ýâîëþöèÿ êèíåòè÷åñêîé 〈Hd〉 (÷åðíàÿ ëèíèÿ) è ïîòåíöèàëüíîé 〈H4〉 (ñèíÿÿ ëèíèÿ) ýíåðãèé.
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Ðèñ. 4: PDF P(I), ãäå I = |Ψ|2/〈|Ψ|2〉 íîðìèðîâàííûé êâàäðàò àìïëèòóäû, â ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîì
ñîñòîÿíèè ñèñòåìû ñèñòåìû (9), α = 1/25, dl = 10−3, dn = 10−3, p = 5 × 10−3. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþò (1) íåêîãåðåíòíîé âîëíå Ψ|t=0 = ε(x), A0 = θ = 1 (æèðíàÿ ñèíÿÿ ëèíèÿ), è (2) çàäà÷å î ìîäóëÿöèîííîé
íåóñòîé÷èâîñòè Ψ|t=0 = 1 + ε(x), A0 = 10−5, θ = 5 (òîíêàÿ êðàñíàÿ ëèíèÿ), ñì. (3). Òîëñòàÿ ÷åðíàÿ ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ ïîêàçûâàåò çàêîí óáûâàíèÿ P(I) ∝ e−γ
√
I , γ = 5.13, òîíêàÿ ÷åðíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò

Ðýëååâñêîìó PDF PR(I) = e−I .

Ýôôåêò îò èñïîëüçîâàíèÿ êëàñòåðà â äîñòèæåíèè öåëåé ðàáîòû. Èñïîëüçîâàíèå êëàñòåðà ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðè âûïîëíåíèè äàííîé ðàáîòû, òàê êàê äëÿ èññëåäîâàíèé ïðèõîäèòñÿ íàáèðàòü
çíà÷èòåëüíóþ ñòàòèñòèêó (1000 è áîëåå ðåàëèçàöèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé). Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå çàäà÷è (1)-
(2) ïðèõîäèòñÿ ìîäåëèðîâàòü ýâîëþöèþ ñèñòåìû äî î÷åíü áîëüøèõ âðåìåí t ∼ 1000 è íà î÷åíü áîëüøèõ
ÿùèêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ L ∼ 1000π îäíîâðåìåííî, ÷òî òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.
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