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Íàó÷íîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â ðàìêàõ îäíîìåðíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (1Ä-
ÍÓØ) ôîêóñèðóþùåãî òèïà,

iψt + ψxx + |ψ|2ψ = 0, (1)

èçó÷àåòñÿ ÷èñëåííî èíòåãðèðóåìàÿ òóðáóëåíòíîñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâîãî ïîäõîäà, íàçâàí-
íîãî �âûðàùèâàíèå òóðáóëåíòíîñòè�. Â ýòîì ïîäõîäå â óðàâíåíèå äîáàâëÿåòñÿ íåáîëüøîé ÷ëåí
ëèíåéíîé íàêà÷êè è ýâîëþöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñî ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîãî ãàóññîâà øóìà. Äîñòèã-
íóâ îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè, íàêà÷êà âûêëþ÷àåòñÿ è èññëåäóåòñÿ âîçíèê-
øàÿ èíòåãðèðóåìóþ òóðáóëåíòíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà áåçðàçìåð-
íûõ óðàâíåíèé:

ψ|t=0 = A0f(x), |f |2 = 1, (2){
iψt + ψxx + |ψ|2ψ = ip0ψ, ïîêà |ψ|2 < A2

f ,

iψt + ψxx + |ψ|2ψ = 0, äëÿ |ψ|2 = A2
f ,

(3)

ãäå ôóíêöèÿ f(x) èìååò åäèíè÷íóþ ñðåäíþþ èíòåíñèâíîñòü |f |2 = 1 è åäèíè÷íûé õàðàêòåðíûé
ìàñøòàá δx = 1, êîýôôèöèåíòû A0 è Af îïèñûâàþò íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ ñðåäíèå àìïëèòóäû
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âîëíîâîãî ïîëÿ, à p0 îáîçíà÷àåò êîýôôèöèåíò íàêà÷êè. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêèìè ñ áîëüøèì ïåðèîäîì, x ∈ [−L/2, L/2], L � 1. Âåðõíÿÿ ÷åðòà îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî

ÿùèêó èíòåãðèðîâàíèÿ (�áàññåéíó�), |f |2 = 1
L

∫ L/2

−L/2
|f |2 dx.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àäèàáàòè÷åñêîãî (êâàçèñòàöèîíàðíîãî) ðåæèìà
ðîñòà òóðáóëåíòíîñòè, êîãäà êîýôôèöèåíò íàêà÷êè íàñòîëüêî ìàë, ÷òî åñëè åå âûêëþ÷èòü, òî
ñòàòèñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå âîëíîâîãî ïîëÿ ñðàçó æå îêàæåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Òàêîé ðåæèì íà-
êà÷êè ïîçâîëèò èçó÷èòü öåëîå ñåìåéñòâî ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé íà òðàåêòîðèè
ýâîëþöèè ñèñòåìû îò íà÷àëüíîãî ñëàáîíåëèíåéíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç ñîñòîÿíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé
íåëèíåéíîñòè ê ñèëüíîíåëèíåéíûì ñîñòîÿíèÿì.

2. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ñî ñëó-
÷àéíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, íàçûâàåìûé â îáùåì èíòåãðèðóåìîé òóðáóëåíòíîñòüþ, ñì. [Stud.
Appl. Math. 122 (3) (2009) 219-234], ÿâëÿåòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ òåîðåòè÷åñêèõ,
÷èñëåííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Åãî îñíîâíîå îòëè÷èå îò �îáû÷íîé� ñëàáîé òóð-
áóëåíòíîñòè ñîñòîèò â îòñóòñòâèè ðåçîíàíñíûõ âçàèìîäåéñòâèé, ò.å. ñòîëêíîâèòåëüíûé ÷ëåí â
ñòàíäàðòíîì êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè ðàâåí íóëþ â ëþáîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé. Àíà-
ëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ èíòåãðèðóåìîé òóðáóëåíòíîñòè âîçìîæåí â äâóõ ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ñèòóàöèÿõ: êîãäà íåëèíåéíîñòü ñëàáà è ìîäèôèöèðîâàííîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå
ó÷èòûâàþùåå íåðåçîíàíñíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî, èëè êîãäà íåëèíåéíîñòü
ñèëüíà è òóðáóëåíòíîñòü ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ñîëèòîííûé ãàç. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ òèïîâ èíòåãðèðóåìîé òóðáóëåíòíîñòè, êîòîðûå ìîãóò
áûòü èçó÷åíû òîëüêî ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Îäíèì èç îñîáûõ ñâîéñòâ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, ò.å. ðàçëè÷íûå òèïû íà÷àëüíûõ óñëîâèé õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçëè÷íû-
ìè íàáîðàìè èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ è ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íîé ñòàòèñòèêå âîëíîâîãî ïîëÿ äàæå
íà äëèííîì âðåìåíè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîé òóðáóëåíòíîñòè ôîêó-
ñèðîâàëèñü íà èçó÷åíèè ýâîëþöèè èç ðàçëè÷íûõ òèïîâ ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé. Â ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèÿõ íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîçäàíû
íåêèì âíåøíèì àêòîðîì, ÷òî íàïîìèíàåò ïîñòàíîâêó ëàáîðàòîðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ýòîì â
ïðèðîäå íåðåäêî ðåàëèçóåòñÿ äðóãîé ñöåíàðèé, êîãäà âîëíû â ñèñòåìå ðàçâèâàþòñÿ èç ìàëûõ
âîçìóùåíèé ïîä âîçäåéñòâèåì îãðàíè÷åííîé âî âðåìåíè âíåøíåé íàêà÷êè.

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ìû èìèòèðóåì òàêîé ñöåíàðèé è ôîêóñèðóåìñÿ íà èçó÷åíèè
àäèàáàòè÷åñêîãî ðåæèìà, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì èçó÷àòü öåëûå ñåìåéñòâà ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèî-
íàðíûõ ñîñòîÿíèé èíòåãðèðóåìîé òóðáóëåíòíîñòè ïðè ìåíÿþùåìñÿ óðîâíå íåëèíåéíîñòè ñè-
ñòåìû (â îòëè÷èè îò äðóãèõ ðàáîò, êîòîðûå îáû÷íî èçó÷àþò òàêèå ñîñòîÿíèÿ ïðè íåêîòîðîì
ôèêñèðîâàííîì óðîâíå íåëèíåéíîñòè). Âïåðâûå òàêîé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí íàìè â ðàáîòå
D.S. Agafontsev, V.E. Zakharov, Growing of integrable turbulence, Fiz. Nizk. Temp. 46, 934�939
(2020), ãäå ìû èñïîëüçîâàëè íåëèíåéíóþ íàêà÷êó è íå äîñòèãëè ñèëüíîíåëèíåéíûõ êîíå÷íûõ
ñîñòîÿíèé; íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ãëóáîêèì ðàçâèòèåì ýòîé ðàáîòû.

3. Îïèñàíèå ðàáîòû, âêëþ÷àÿ èñïîëüçóåìûå àëãîðèòìû. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-
íåíèé (2)-(3) ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå D.S. Agafontsev, V.E.
Zakharov, Integrable turbulence and formation of rogue waves, Nonlinearity 28, 2791�2821 (2015).
Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ê áåçäèññèïàòèâíîìó ÍÓØ, ýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ÷èñëåííî íàõîäèòü
ðåøåíèå íà äëèííûõ âðåìåíàõ ýâîëþöèè ñ î÷åíü ìàëûìè îøèáêàìè â èíòåãðàëàõ äâèæåíèÿ âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà. Ïîñëå âûðàùèâàíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé ìû ïðîâîäèëè àíàëèç èõ äàííûõ ðàññåÿ-
íèÿ, ðåøàÿ ÷èñëåííî ïðÿìóþ çàäà÷ó Çàõàðîâà-Øàáàòà ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè ìåòîäîâ Ôóðüå-
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êîëëîêàöèé, Áîôôåòòà-Îñáîðíà âòîðîãî ïîðÿäêà è ìåòîäà Íüþòîíà, ïðè ýòîì àðèôìåòè÷åñêèå
âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ ïîâûøåííîé òî÷íîñòüþ (äî 700 çíàêîâ) ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíî-
ãî îáåñïå÷åíèÿ Wolfram Mathematica. Äëÿ ðàñ÷åòà âîëíîâûõ ïîëåé òî÷íûõ ìíîãî-ñîëèòîííûõ
ðåøåíèé, ñîñòàâëåííûõ èç ñîëèòîííîé ÷àñòè âûðàùåííûõ âîëíîâûõ ïîëåé, èñïîëüçîâàëñÿ ñïå-
öèàëüíûé âàðèàíò ìåòîäà îäåâàíèÿ âìåñòå ñ àðèôìåòèêîé 1000-çíà÷íîé òî÷íîñòè.

4. Ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ íà÷àëüíûõ øóìàõ è êîýô-
ôèöèåíòàõ íàêà÷êè, à òàêæå ïðè íå î÷åíü øèðîêîì ÿùèêå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (äëèíå
áàññåéíà), òóðáóëåíòíîñòü íàðàñòàåò â óíèâåðñàëüíîì àäèàáàòè÷åñêîì ðåæèìå, ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïðîõîäÿ ÷åðåç ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ èíòåãðèðóåìîãî 1Ä-ÍÓØ, êîòîðûå íå
çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòà íàêà÷êè, àìïëèòóäû íà÷àëüíîãî øóìà èëè äëèíû áàññåéíà. Âûæèäàÿ
äîëüøå â ñòàäèè ðîñòà, ìû ïåðåõîäèì îò ñëàáîíåëèíåéíûõ ñîñòîÿíèé ê ñèëüíî íåëèíåéíûì, õà-
ðàêòåðèçóþùèìñÿ âûñîêîé ÷àñòîòîé âîëí-óáèéö. Èñïîëüçóÿ ìåòîä îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ðàññåÿíèÿ (IST) äëÿ íàáëþäåíèÿ çà ýâîëþöèåé, ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî ñîëèòîííàÿ ÷àñòü âîëíî-
âîãî ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ äîìèíèðóþùåé óæå òîãäà, êîãäà â äèíàìèêå âñå åùå ëèäèðóþò (ëèíåéíûå)
äèñïåðñèîííûå ýôôåêòû, à ñ óâåëè÷åíèåì ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîå ïîëå ïðèáëèæàåòñÿ
ê ïëîòíîìó ñîëèòîííîìó ãàçó ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ñâîéñòâà êîòîðîãî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñïåêòðîì Ôóðüå íà÷àëüíîãî øóìà. Ðåæèìû, îòêëîíÿþùèåñÿ îò óíèâåðñàëüíîãî àäèàáàòè÷å-
ñêîãî ðîñòà, òàêæå ïðèâîäÿò ê ñîëèòîííûì ñîñòîÿíèÿì, íî ñîëèòîíû â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ èìåþò
çàìåòíî îòëè÷àþùèåñÿ ñêîðîñòè è çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî àìïëèòóäå, à
ñòàòèñòèêà âîëíîâîãî ïîëÿ óêàçûâàåò íà ãîðàçäî áîëåå ÷àñòîå ïîÿâëåíèå î÷åíü áîëüøèõ âîëí.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ïîäãîòîâëåíà ñòàòüÿ D.S. Agafontsev, A.A. Gelash, R.I. Mullyadzhanov
and V.E. Zakharov, Bound-state soliton gas as a limit of adiabatically growing integrable turbulence,
arXiv:2211.06853 (2022), êîòîðàÿ ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè â æóðíàë Chaos: Solitons & Fractals
(Impact Factor = 9.922).

5. Èëëþñòðàöèè, âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Êàê ñëåäóåò èç Ðèñ. 1, ñðàçó ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ
íàêà÷êè ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè: åå êèíåòè÷åñêàÿ 〈Hl〉 è
ïîòåíöèàëüíàÿ 〈Hnl〉 ýíåðãèè, à òàêæå ìîìåíò ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àìïëèòóäû κ4 = 〈|ψ|4〉/〈|ψ|2〉2
íå ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè, à ñòàòèñòè÷åñêèå ôóíêöèè (ñïåêòð âîëíîâîãî äåéñòâèÿ, ðàñïðåäåëå-
íèå èíòåíñèâíîñòè è àâòîêîððåëÿöèÿ èíòåíñèâíîñòè) ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, áóäó÷è
óñðåäíåííûìè ïî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûì âðåìåííûì èíòåðâàëàì. Âûêëþ÷àÿ íàêà÷êó íà äðó-
ãèõ ñòàäèÿõ è ïîâòîðÿÿ ýòîò òåñò ìû îáíàðóæèâàåì òå æå ðåçóëüòàòû, ò.å. òóðáóëåíòíîñòü
äåéñòâèòåëüíî íàðàñòàåò â àäèàáàòè÷åñêîì ðåæèìå: ñòàòèñòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îêàçû-
âàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì êàê òîëüêî âûêëþ÷åíà íàêà÷êà.
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Ðèñ. 1: (a) Ýâîëþöèÿ óñðåäíåííûõ ïî àíñàìáëþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè 〈Hl〉, ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

〈Hnl〉 è ìîìåíòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àìïëèòóäû κ4 ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ íàêà÷êè, t ≥ t0. (b-d) Ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ôóíêöèè óñðåäíåííûå ïî àíñàìáëþ è ðàçëè÷íûì âðåìåííûì èíòåðâàëàì t − t0 ∈ [0, 20] è
t−t0 ∈ [80, 100]: (b) ñïåêòð âîëíîâîãî äåéñòâèÿ Sk = |ψk|2/∆k, ∆k = 2π/L, (c) ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðî-
ÿòíîñòè P(I) îòíîñèòåëüíîé èíòåíñèâíîñòè I = |ψ|2/〈|ψ|2〉 è (d) àâòîêîððåëÿöèÿ èíòåíñèâíîñòè g2(x).
Ýòè ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëåííîìó ýêñïåðèìåíòó ñ ïàðàìåòðàìè L = 128π, s = 2, A0 = 10−2

and p0 = 10−5, êîòîðûé äåìîíñòðèðóåò óíèâåðñàëüíûé àäèàáàòè÷åñêèé ðåæèì ðîñòà òóðáóëåíòíîñòè.

Ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ðèñóíêå (a) è ÷åðíûå ïóíêòèðíûå ëèíèè íà ðèñóíêàõ (b-d) äåìîíñòðèðóþò ñî-

îòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ ýêñïåðèìåíòà ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â âèäå ÷àñòè÷íî

êîãåðåíòíîé âîëíû (×ÊÂ) A0 = Af = 1 è äðóãèìè ïàðàìåòðàìè êàê â ýêñïåðèìåíòå ñ âûðàùèâàíèåì;

íà ðèñóíêàõ (b-d) ýòè ñòàòèñòè÷åñêèå ôóíêöèè óñðåäíåíû ïî àíñàìáëþ è âðåìåíè t − t0 ∈ [80, 100].
Çåëåíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñóíêå (c) ïîêàçûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè

PR(I) = e−I , êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ñëó÷àéíóþ ñóïåðïîçèöèþ ëèíåéíûõ âîëí.

Ýôôåêò îò èñïîëüçîâàíèÿ êëàñòåðà â äîñòèæåíèè öåëåé ðàáîòû. Èñïîëüçîâàíèå êëà-
ñòåðà ÿâëÿëîñü íåîáõîäèìûì ïðè âûïîëíåíèè äàííîé ðàáîòû, òàê êàê äëÿ èññëåäîâàíèé ïðèõî-
äèòñÿ íàáèðàòü çíà÷èòåëüíóþ ñòàòèñòèêó (íåñêîëüêî ñîòåí ðåàëèçàöèé äëÿ êàæäîãî ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà) è ïðè ýòîì êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ ñ÷èòàåòñÿ î÷åíü äîëãî; âñå ýòî òðåáóåò çíà÷èòåëü-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.
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