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Научное содержание работы. 
 
Постановка задачи: Проект связан с фундаментальной проблемой 
исследования земных недр методами сейсморазведки с целью обнаружения 
полезных ископаемых и направлен на создание вычислительных методов и 
алгоритмов повышенной точности для обработки сейсморазведочных данных 
с применением современных многопроцессорных вычислительных систем. 

 
Современное состояние проблемы, с ссылками на источники, 
предпочтительно доступные в сети Интернет (существующие работы, 
ваши или других коллективов, на которые вы будете опираться). 
 
На сегодняшний день предложено множество подходов к построению 
алгоритмов миграции[9], среди которых мы рассматриваем класс методов на 
основе параболической аппроксимации волнового уравнения в контексте 
модели “взрывающихся границ” --- концепция, которой была предложена в 
начале семидесятых годов прошлого века Дж. Клаербоутом[1]. Для наглядной 
демонстрации фундаментальных вычислительных проблем существующих 
подходов рассмотрим результаты расчетов (рис. 5) глубинной миграции для 
временного разреза нулевых удалений (рис. 4), полученного для модели (рис. 
3) методом Гауссовых пучков. Миграция выполнена с помощью четырех 
известных методов:  
• Finite difference migration [1] 
• Phase shift plus interpolation [3] 
• Fourier finite-difference migration[2]  
• Split-step Fourier migration [4]  
Каждый из этих алгоритмов достаточно полно исследован и реализован в 
коммерческих (Promax, Paradigm,….) и свободно-распространяемых пакетах 
программ, например Seismic Unix, Madagascar.  
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Рисунок 4. Временной разрез нулевых удалений, подготовленный для 
последующей проверки алгоритмов глубинной миграции. 

Рисунок 3. Синтетическая модель среды для проверки качества 
миграционных алгоритмов. 
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Рис. 5 Глубинная миграция, выполненная различными известными методами.
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Видно, что все изображения рис. 5 содержат большое количество шумов, 
которые отсутствовали на сейсмограмме нулевых удалений (рис 4). Все 
существующие методы не смогли корректно отобразить второй горизонт и, 
частично третий, который представляет значительный интерес для 
последующей интерпретации. Фундаментальная проблема всех четырех 
основных методов и производных от них алгоритмов миграции состоит в 
отсутствии сходимости, даже по кинематике. Т.е. при уменьшении числа узлов 
сетки или числа слагаемых в рядах Фурье не приводит к тому, что решение 
стремиться к некоторому пределу. Уровень шумов остается на прежнем 
уровне, а фокусировка рассеянной энергии практически не улучшается. Все 
эти неточности возникают из-за некорректных математических 
преобразований. Например, в методе the Fourier-Finite Difference Migration 
исходный псевдодифференциальный оператор заменяется на сумму двух 
операторов, один из которых для постоянной скорости среды (фоновой), а 
другой является поправкой за переменную скорость. Первый оператор 
обращается аналитический, а второй с помощью метода конечных разностей 
(отсюда и название метода Fourier-Finite Difference Migration). Однако такое 
представление не эквивалентно исходному оператору и в случае резких 
изменение скорости в горизонтальном направлении или её значительной 
вариации -- возникает множество артефактов, которые мы и наблюдаем на рис. 
5b. Таким образом, выбирая в качестве приоритета скорость счета, 
разработчики методов жертвуют точностью. При этом отсутствие численной 
сходимости метода лишает возможности хотя бы качественно проверить 
точность получаемого решения. Для остальных трех методов 
неэквивалентные математические подходы примерно такие же, как и 
возникающие проблемы с шумом, сходимостью и точностью. Модификациям 
рассмотренных выше четырех подходов для решения 3D задачи посвящено 
значительное исследований [6,10]. Дополнительные искажения к уже 
имеющимся при решении 3D задач возникают из-за применения метода 
расщепления для пространственных координат. Это в первую очередь сделано 
для обеспечения экономичности расчетов, иначе потребуется решать 
знаконеопределенные системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 
с комплексными неэрмитовыми матрицами. Известно [5], что решение таких 
систем представляет крайне сложную вычислительную (и теоретическую) 
проблему, тогда как расщепление по пространственным координатам (метод 
переменных направлений) позволяет вместо решения исходной СЛАУ 
высокого порядка обращать множество трехдиагональных СЛАУ меньших 
размерностей посредством экономичных прямых методов. Из-за того, что 
такая замена одной СЛАУ на другие не является эквивалентной, поэтому 
основная проблема метода переменных направлений состоит в том, что он, 
искажая дисперсионное соотношение, вносит численную пространственную 
анизотропию и создает значительные кинематические и амплитудные ошибки. 
На практике это приводит к тому, что даже в однородной среде волновой 
фронт в плоскости x-y вытягивается вдоль осей координат x-y и его форма 
переходит в сглаженный четырехугольник (бриллиант). Как следствие, в 



контексте процедуры миграции существенно искажение закона дисперсии 
приводит к недофокусировке энергии дифрагированных волн с последующем 
искажением изображения. Для преодоления этих трудностей были 
предложены различные подходы[6,8], для которых корректность доказывается 
только для однородных скоростных моделей, при этом сходимость таких 
экономичных процедур миграции снова не предполагается, поэтому 
различные модификации процедур глубинной миграции дают изображения с 
несовпадающими артефактами. В предлагаемом проекте исходное уравнение 
будет решаться на основе сходящейся разностной аппроксимацией, что 
позволит регулировать уровень шумов и погрешностей в зависимости от 
разрешающей способности пространственной сетки. Наличие свойства 
сходимости также позволит оценивать точность получаемого решения и, как 
следствие, отделить вычислительные погрешности метода от реальных 
аномалий.  
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Научная новизна, практическая значимость работы (для чего она 
выполняется, в чём смысл и практическая / потенциальная польза). 
 
В рамках работы разрабатывается новый конечно-разностный алгоритм 
миграции на основе решения параболического волнового уравнения, 
позволяющий выполнять мигрирование 2D сейсмических временных разрезов 
для построения глубинного изображения недр. Оригинальность результат 
состоит в том, что на сегодняшний день сложилось мнение, что чисто конечно-
разностная one-way миграция крайне неточна. В данном исследовании мы 
опровергнем это утверждение и продемонстрируем обратное. Показано, что 
предлагаемый метод существенно превосходит по точности существующие 
методы миграции для неоднородных сред и позволяет строить изображения со 
значительно меньшим числом артефактов. Рассмотрен параллельный 
алгоритм конечно-разностной миграции эффективный не только для 
суперкомпьютеров с общей, но и распределенной памятью. Оригинальность 
результата состоит в том, что существующие методы в большей степени 
рассчитаны на использование суперкомпьютеров с общей памятью, тогда как 
предлагаемый подход может быть эффективно использован в расчетах и на 
более распространенных (и недорогих) вычислительных системах с 
распределенной памятью. Важно обеспечить такую возможность проведения 
расчетов, так как большинство суперкомпьютеров построены на основе 
вычислительной модели с распределенной памятью. Исследованы несколько 
подходов к аппроксимации параболического волнового уравнения, 
позволяющие минимизировать нефизическую дисперсию. Оригинальность 
состоит в том, что будут предложены алгоритмы расчета высокого порядка 
точности, которые экономичные по числу операций без применения 
расщепления (по пространству, по уравнениям) и обладающие свойствами 
устойчивости и сходимости. Будет предложен и реализован параллельный 
метод решения систем линейных уравнений больших размерностей, 
возникающих при аппроксимации параболического волнового уравнения. 
Новизна состоит в том, что в рамках решаемых задач появиться возможность 
использовать тысячи процессоров с высокой эффективностью.  

Описание работы, включая используемые алгоритмы. 

Рассматривалась задача построения нового конечно-разностного численного 
метода для решения параболического приближения волнового уравнения 

           (1) 

где псевдодифференциальный оператор задачи предварительно 
аппроксимируется системой дифференциальных уравнений в частных 
производных.  
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Для исключения временной производной вместо преобразования Фурье 
(общепринятый подход), использовалось преобразование Лагерра (новый 
подход) 

   , (3) 

 что позволяет получить следующую систему уравнений. 

 

 

(4) 

 

Метод Лагерра можно рассматривать как аналог спектрально-разностного 
метода на основе Фурье преобразования, однако, здесь роль "частоты" 
выполняет параметр m, определяющий степень полиномов Лагерра. Важное 
свойство состоит в том, что в отличие от Фурье-метода оператор задачи (4) не 
зависит от параметра разделения гармоник m, что позволяет в области (x,z,m) 
решать одну и туже систему уравнений для различных правых частей, тогда 
как в области (x,z,ω) такое свойство не выполняется. После пространственной 
аппроксимации уравнений (4) многократное решение СЛАУ с одной и той же 
матрицей позволяет построить эффективную вычислительную процедуру для 
решения разностной задачи. Недостатком преобразования Лагерра является 
отсутствие для него алгоритма быстрого преобразования. Однако, учитывая, 
что входные данные задаются только вдоль дневной поверхности (z = 0), а 
обратное преобразование выполняется для фиксированного момента времени, 
то суммарные затраты на прямое и обратное преобразования оказываются 
несущественными, по сравнению с затратами для вычисления коэффициентов 
разложения (3) из решения задачи (4). 

Для аппроксимации уравнения (4) использовалась безусловно устойчивая 
схема Кранка-Николсона второго порядка точности: 



          
(5) 

где разностный оператор Lx имеет вид 

 . (6) 

Формально наличие сингулярной составляющей в решении уравнений (2) не 
позволяет достичь высокого порядка сходимости для конечно-разностных 
схем, однако, практические расчеты показали, что схемы высокого порядка 
точности позволяют получать решения при существенно меньшем числе узлов 
сетки, так как точнее воспроизводят закон дисперсии среды. При выводе 
уравнений (2) предполагалось однородность скоростной модели, хотя для 
неоднородных сред рассматриваемая модель также дает вполне 
удовлетворительные результаты, правильно сохраняя кинематику волн, но не 
их амплитуды. Для многих задач такая приближенная модель является 
допустимой, так как корректный учет амплитуд значительно увеличивает 
вычислительные затраты. Принимая во внимание вышесказанное, для 
аппроксимации ∂2/∂x2 имеет смысл использовать DRP-метод [2], основная идея 
которого состоит в следующем. 

Учитывая, что kj ⇐⇒ −i∂j, значения оптимизированных коэффициентов an из 
(6) определяются как решение задачи минимизации функционала ошибки в 
пространстве волновых чисел. Такой подход позволяют сократить число узлов 
сетки и сохранить высокую точность расчетов по сравнению с классическим 
разностными схемами, полученных на основе разложения в ряд Тейлора. 

Экстраполяция Ричардсона 

Как показали исследования[4,7,8], чтобы обеспечить приемлемую точность 
расчетов для схем второго порядка точности для реальных пространственно-
временных масштабов требуется несколько десятков узлов сетки на 
минимальную длину волны. Для сокращения вычислительных затрат повысим 
точность алгоритма до O(h4

z) на основе идеи экстраполяции Ричардсона. 
Пусть сеточные функции U(ω1), U(ω2), определенные на сетках ω1, ω2 с шагами 
hx ,hz и hx, hz/2, есть решения задачи (5). Тогда линейная комбинация 

                 (7)  

приближает решение задачи (7) на сетке ω1 с точностью O(h4
z). На практике 

экстраполяция Ричардсона используется реже, чем разностные схемы 



высокого порядка точности, однако, предварительные расчеты показали, что 
многошаговые методы типа Адамса-Мультона и Адамса-Башфорта не 
обеспечивают устойчивости даже для малых шагов hz. Неявные методы Ругне-
Кутты высокого порядка точности являются неэкономичными, так как 
требуют многократного вычисления правой части решаемого уравнения. 
Неустойчивость методов высокого порядка обусловлена наличием 
сингулярной составляющей в решении, однако, как показали вычислительные 
эксперименты, экстраполяция Ричардсона позволяет стабилизировать эту 
неустойчивость. 
Алгоритм на основе экстраполяции Ричардсона. 
Для расчета сеточных функций   с точностью O(hξ

x + hz
4) 

необходимо: 
1. На основе кубической сплайнов интерполировать значения функций  

, заданных на сетке ω1, в полуцелые узлы сетки ω2. 
2. На сетке ω1, используя уравнение (5), вычислить решение Um

k (ω1).  
3. На сетке ω2, используя уравнение (5), вычислить решение . 
4. На основе экстраполяции Ричардсона произвести уточнение (7). 
5. После того как сеточные функции  будут вычислены для всех глубин 

k = 2,...,K, функции  могут быть определены из решения уравнений 
(5). 

6. Перейти к вычислению m + 1, m + 2 и т.д. коэффициентов разложения ряда 
Лагерра. 

Дополнительно можно сформулировать второй алгоритм, при котором 
экстраполированное значение вычисляется сразу после расчета функции 

, а затем экстраполированное значение  
используется на следующем шаге начальной задачи для вычисления , 

.  

Если для вычисления решений U¯(ω1) и U¯(ω2) используется численно 
устойчивый алгоритм (в нашем случае схема Кранка-Николсона), то 
процедура экстраполяции на основе глобальной коррекции будет также 
численно устойчивой, тогда как при использовании локальной коррекции в 
общем случае устойчивость не гарантируется. 

 

Вычислительные эксперименты для реальных данных геофизических 
наблюдений. 

Результаты вычислительных экспериментов с синтетическими 
моделируемыми данными приведены в работе [1], однако, для подтверждения 
работоспособности алгоритма необходимо проводить тестирование для 
реальных данных наблюдений.  Для этого совместно с “Сибирский научно 



исследовательский институт геологии, геофизики и минерального сырья” г. 
Новосибирск была проведена серия расчетов с целью определить область 
применения нового алгоритма миграции. 

Сравнение рис. 1 и рис. 2 позволяет утверждать, что новый алгоритм миграции 
превосходит по точности аналогичные подходы, что требует дальнейших 
исследований в этом направлении с целью уменьшения времени счета и 
верификации полученного метода. 

 
Рис. 1. Глубинная миграция “классическим методом” (стрелками отмечены 

артефакты). 

 
Рис. 2. Глубинная миграция на основе нового алгоритма. (Меньшее число 

шумов в верхней части разреза и более четкие границы разломов) 

 

 



Сокращение времени счета на основе схем типа предиктор-корректор 

Для уменьшения времени счета в рамках данного проекта было проведено 
исследование, в рамках которого было рассмотрены спектрально-разностные 
методы высокого порядка точности для решения параболического 
приближения волнового уравнения. В первом варианте метода для 
обеспечения высокой пространственной точности и устойчивости расчетов 
применялся метод Ричардсона. Однако такой подход является вычислительно 
затратным, поэтому были рассмотрены альтернативные алгоритмы на основе 
многошаговых схем Адамса. Для обеспечения устойчивости, сначала для 
одномерного случая, а затем и для двумерного случая были разработаны 
стабилизирующие процедуры на основе сплайн интерполяции. Это позволило 
устойчиво реализовать метод типа предиктор-корректор, в рамках которого 
краевая задача для эллиптических уравнений высокого порядка заменяется на 
последовательность обращений эллиптических операторов второго порядка, 
что позволяет снизить вычислительные затраты. Для оценки точности и 
устойчивости разностных аппроксимаций для одномерного случая, на основе 
двойного преобразования Лагерра было получено аналитическое решение, 
которое может быть вычислено экономично, если для суммирования 
воспользоваться быстрыми алгоритмами вычисления дискретной линейной 
свертки. Для двумерного случая устойчивость и точность предлагаемых 
процедур была исследована на примере реализации алгоритма миграции в 
рамках задачи сейсмической разведки.  

Выводы: 

В противоположность существующим подходам, вместо преобразования 
Фурье по времени используется интегральное преобразование Лагерра. Это 
позволяет после аппроксимации пространственных производных получить 
системы линейных алгебраических уравнений с лучшими вычислительными 
свойствами и сократить затраты для их решения. Высокая точность расчетов 
достигается за счет использования разностных аппроксимаций повышенного 
порядка точности, построенных на основе DRP-метода и экстраполяции 
Ричардсона. Вычислительные эксперименты подтвердили[1,3], что по 
сравнению со спектрально-разностным методом на основе Фурье 
преобразования, новый алгоритм позволяет рассчитывать волновые поля с 
более высокой степенью точности и меньшим уровнем численных шумов и 
артефактов, в том числе и для не гладких скоростных моделей. В рамках 
решения модельной задачи геофизики проведена миграция “после 
суммирования” для скоростных моделей типа “Syncline” и “the Sigsbee2A”. 
Показано, что по сравнению известными методами “Fourier Finite Difference” 
и “Phase Shift Plus Interpolation method”, полученные изображения содержат 
меньшее число шумов и значительно лучше сфокусированы. Существует 



распространенное мнение, что полностью разностные подходы не позволяют 
выполнять процедуру сейсмической миграции достаточно точно, однако, 
полученные результаты опровергают это утверждение. Для 
многопроцессорной реализации предлагается использовать параллельный 
алгоритм дихотомии[4,5,6] для решения систем линейных алгебраических 
уравнений с блочно-трехдиагональными матрицами, что позволяет достичь 
линейной зависимости величины ускорения для широкого диапазона числа 
процессоров. 
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Эффект от использования кластера в достижении целей работы. 
Использование кластера является необходимым для достижения 
поставленных в рамках проекта целей, так как требуемый объем вычислений 
для решения практических задач сейсморазведки не может быть выполнен за 
приемлемое время с использованием рабочих станций. 
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